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PREFAȚA 


Alcătuirea unui curs de Geometrie Analitică a fost de mult 
timp una din principalele mele ocupațiuni. Greutățile ce se în- 
tâmpină cu tipăritul şi sacrificiile materiale ce trebue să le facă 
autorul unei cărți de matematici de curs superior (clasa VIII 
reală în special) mau făcut să amân publicarea acestei Geo- 
metri şi numai îndemnul câtorva colegi şi lipsa unei asemenea 
cărți mau hotărît să dau publicităţii lucrarea de faţă, care în 
cea mai mare parte este rezumatul lecţiunilor de Geometrie 
Analitică, pe care ni le făcea la Universitate D-l G. Ţiţeica. 

Planul urmat în alcătuirea acestei Geometrii este acelaş ca la 
Algebra mea de clasa VIII reală: teoria expusă este însoțită 
de numeroase aplicațiuni imediate, din a căror serioasă cerce- 
tare, să iasă la iveală procedee pentru probleme similare, iar 
din rezolvarea exerciţiilor, cărora li se dă o schiţă de soluţie, 
să rezulte o fixare a acestor procedee și o deprindere nu numai 
pentru rezolvare, dar şi pentru alcătuirea de probleme mai 
grele, în rezumat pentru formarea gustului de matematici. 

După aparenţă, lucrarea pare prea dezvoltată pentru Licee ; 
e drept că unele chestiuni de pol şi polară, construcţiuni geo- 
metrice asupra conicelor, schimbarea axelor de coordonate 
polare nu fac parte din programul de Liceu; cauza care m'a 
determinat să adaug şi aceste chestiuni a fost că sunt cerute la 
examenul de admitere în Şcoala de Poduri şi Sosele, şi citi- 
vea acestora înti'o carte prea dezvoltată şi poate prea scumpă, 
ar fi fost dăunătoare începătorilor, care nu ştiu să aleagă par- 
tea importantă şi necesară din expunerea dezvoltată din acele 
cărți. Ceeace măreşte formatul prezentei lucrări sunt numeroasele 
aplicaţiuni şi exerciţii, care sunt fundamentale pentru aceia care 
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îşi vor formà o carieră matematică, şi cărora mai le este ne- 
cesară încă o Culegere de probleme, peniru ca un elev care a 
erminat teoria, să nu ajungă în ridicula situație, de a nu pu- 
teà să rezolve probleme, care es din tipicul celor două irei ex- 
puse în teorie, zicând că ma întâlnit de acestea în cartea lor. 

Inainte de a termină, mă simt dator să aduc omayiile mele 
fostului meu profesor, D-l G. Ţiţeica, care fiind membru în 
comisia pentru cercetarea cărților didactice, mi-a dat multe sfa- 
turi, în ce priveşte expunerea. 

De asemenea, colegului meu, S. Flavian, îi aduc viile mele 
mulțumiri pentru dezinteresuta şi neobosita activitate ce a depus 
la corectarea probelor, graţie căreia execuţia tipografică (a Ti- 
pografiei „Progresul“, Ploeşti) a lucrării de faţă este destul de 
satisfăcătoare. 


Niculae Abramescu 
Profesor la Liceul din Galaţi 
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ERATA 


Rândul In loc de: Să se citească: 
9 de sus în jos numeşte numesc 
11 de jos în sus egală egal 
2 de jos în sus _cerculni cercului de centrul O 
F AM AM 
10 de sus în jos = —— } 
BM MB 
13 de sus în jos punctul punctele 
SIR M'M, M.M' 
11 de jos în sus = = u 
M’ Ms M' Me 
9 de jos în sus POM, POM, 


3 de sus în jos 
9 de sus în jos 
5 de jos în sus 
1 de sus în jos 

15 de sus în Jos 
8 de sus în Jos 

11 de sus în jos 

11 de sus în Jos 


19 de jos în sus 


2 de jos în sus 
1 de sus în jos 
7 de sus în jos 


4 de jos în sus 
12 de Jos în sus 
15 de sus în jos 

9 de jos în sus 

9 de sus în jos 


13 de sus în jos 


1 de jos în sus 
3 de jos în sus 
17 de Jos în sus 
5 de sus în jos 


o linie dreaptă, para- 


dr cu dreapta: 


= me 
PE Byd C+=0 
B = — (x — Tə) 
(AB =/= 0) 
C 
(£o Yo) 
(£a Yo) 


sud ay a + D 
MA: M, Àz = 1 
HONS 
cos AM,B 
figurei 
Ax + By +0 = 
exterivară 
A (a. yı) 


C (£s Ys) 

ay 1 

a= — 2 
coordonare 


www.digibuc.ro 


Ax + By +0 =0 
B = — (m — T), 
s, C =/= 0) 

. D 


(0; 
Axa + By + C 
MA: MA = 1 


cos, GMP) 
igurei, 
Ax + By + C= 
exterioară. 
A (2, Y) 
ABC = + 2 
C (Ts, Ya) 
Lı i Yı 1 
a = — 2, 
coordonate 


11 de jos în sus 
3 de jos în sus 


7 de jos în sus 
2 de Jos în sus 
2 de jos în sus 
9 de Jos în sus 


8 de sus în jos 


2 de sus în jos 
7 de sus în jos 
11 de jos în sus 
10 de sus în jos 
6 de jos în sus 


4 de jos în sus 
12 de jos în sus 


11 de jos în sus 
9 de jos în sus 


1 de jos 
5 de jos în sus 


= K 
tuş 


(0 


simetrie 


dupa 
— w 


a 
AF. AF'= MO. MO, 


paralelă 
OF 
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M (Lis Yu) 
Ya 
b? 
E; 


o 
AF. AF' = MO. MO, 
cuci în cazul nostru 
dreapta OD taie a- 
simptotele în acelaş 
punct O. 


paralele 


TABLA DE MATERII 


Prefaţa. 
Erata , 
Tabla de sati À 
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Curbe de ordinul întâi. Linia dreaptă. Diferite Torie 
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Aplicaţii. Intersecţia a două drepte. 

Probleme asupra linii drepte. Aplicaţii. Separarea pla- 
nului în două regiuni ; 

Distanța de la un punct la o driapté. Tonatia i 
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triunghi 
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„ Lecțiuni de Geometrie Analitică pentru clasa VIII reală 


Introducere. 


1. Geometria Analitică studiază proprietăţile figurilor prin 
calcul. Intemestorul Geometrii Analitice este Descartes, care 
a publicat un tratat la 1637. 

Geometria analitică este plană şi în spațiu, după cum stu- 
diază proprietăţile figurilor plane sau din spaţiu. 


Geometria plană. 


Sisteme de coordonate. 


2. Poziţiunea unui punct M, din planul definit de două 
drepte Ox, Oy (Fig. 1), 
este cunoscută cu aju- 
torul a două cantităţi: 
OP =x, OQ =y, obţinuţe 
ducând din M paralele 
la Oy şi la Os, şi care 
se numesc coordonatele 
punctului M. OP se nu- 
meşte abscisa, OQ, ordo- 
-nata punctului M, Ox, Fig. 1. 
şi Oy axele de coordonate, O origina axelor; Ox se zice axa 
absciselor, sau a icşilor, oy axa ordonatelor, sau axa igreci- 
lor. 

Dacă Oy este perpendiculară pe Ox, axele de coordonate 
se zic perpendiculare, iar coordonatele (x, y) formează un 
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sistem de coordonate perpendiculare, rectangulare, sau drep- 
tunghiulare. 

Dacă Oy este înclinată pe Ox, axele se zic oblice, iar 
coordonatele formează un sistem de coordonate oblice. 

Atât, coordonatele perpendiculare, cât şi cele oblice, se 
numesc coordonate carteziene, după numele lui Descartes, 
Cartesius pe latineşte. 

3. Punctul O defineşte pe Oz şi Oy două sensuri: dela O 
spre x şi y se numee sensuri pozitive, iar spre x şi y’ 
sensuri negative. 

In fig. 1. atât abscisa cât şi ordonata sunt pozitive. 

Dacă am voi să construim punctul de coordonate (+2,—1), 
vom luă pe Ox, înspre dreapta, o lungime egală cu 2, şi 
pe Oy în Jos, o lungime egală cu —1; parilelele duse prin 
aceste puncte la axe se taie în punctul M (2, — 1). Coor- 
donantele se scriu alături de M, în paranteză, întâi ab- 
scisa, apoi ordonata, despărțite cu o virgulă. 

Toate punctele de pe Oz au ordonatele nule şi deci pen- 
tru orice punct de pe Oz, avem y == 0. In ucelaş mod, 
æ = 0 însemnează toate punctele aşezate po axa Oy, căci 
abscisele lor sunt toate egale cu zero. Coordonatele ori- 
ginii axelor vor fi (0, 0) 


Vectori. 
4. Se numeşte vector un segment de dreaptă, AB, având 


origina A, extremitatea B, un sens dela A la B şi lungi- 
mea AB. Fie AB un vector de pe axa Or. Insemnând cu 


i (a, o), (b, o coordonatele 
i1 punctelor A şi B (Fig. », 
Ala 9 Blb.) 


avem : 
OA = a, OB = b, 
Fig. 2. şi deci lungimea veetoru- 


lui AB, de pe Oz, este: 
AB = OB — OA = b — a. 
Aşa dar, lungimea unui vector, de pe Ox, este egală cu 
diferența dintre abscisa extremității şi a originii acelui vector. 
Considerând vectorul BA, lungimea sa este : 


www.digibuc.ro 


3 


BA = BO — A0=(— b) — (— a) = a — b, 
şi deci: 
AB = — BA, AB + BA =0. 


5. Să luăm pe axa Oz punctele A, (xı 0), As (£a 0), ~ 
A, (a, 0), având abseisele: £y, Le; Lg; » Lu. Avem: 


A A, = To == Tis Ag Ag = Tg — To; s Ani A, = Ln — War 


De uude: 
A Ào + A; A; + zee + Anai A, = La a Ti. 
Insă: (2, — xı) reprezintă lungimea vectorului A, A,; 
deci: 


A å; + Ap A; + o + Ani Aa = À A. 
Dar: 


A, A, = — A, A; 
prin urmare: 
A, Ag + Ao As + s. + A, A, + A, A, = 0. 


6. Exerciţiu. Fiind date punctele A, B, C, D pe o dreaptă, 
să se arate că avem : 


AC. BD = AB. CD + AD. BC. 


In adevăr, să Inăm acea dreaptă ca axă Oz şi fie: a,b,c,d, 
abscisele punctelor: A (a, o), B (b, o), © (c, 0), D (d, o). 


Avem: 
AC = ¢ — a, BD = d — b, Ai: = b — a, CD = d— ce 
AD = d -— a, BC = c — b. 
Deci : 
AB. CD + AD. BC = (b -- a) (d — c) t (d — a) (c — b), 
AC. BD = (c — a) (d — b). 
Efectuând calculele, vom găsi aceiaşi valoare pentru am- 


bele expresii şi deci: 
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AC. BD = AB. CD + AD. BC. 


Unghiuri. 


7. Sens direct şi indirect. Fie Oz o dreaptă care se în- 
vârteşte (Fig. 3) împrejurul punctului O până ajunge în 
OA. Se zice că unghiul zoA. 

A este pozitiv, sau deschis în 

sensul direct, când mişcarea 

ce a făcut-o Oz ca să ajun- 

gă în poziţia OA este de sens 

invers ca aceia ce o facă a- 

cele unui ceasornic; în caz 


0 X contrar, se zice că unghiul 
Fig. 3. este negativ, sau este des- 
chis în sens indirect (retro- 

grad). 


8. Unghiul a două drepte este unghiul făcut de direc- 

tiile pozitive ale acelor 

B drepte, măsurat în sens 

direct. Dacă dreptele 

sunt AB şi CD (Fig. 

4), unghiul lor este 

DOB, făcut de di- 

recțiile pozitive ale a- 
celor drepte. 


Fig. 4. 


Proecţiuni. 


8. Se numeşte proecţia unui punct M pe o axă Oz (Fig. 
1), după o direcţie paralelă cu Oy, punctul P de intersec- 
ţie al dreptei Oz cu paralela MP dusă din M la Oy. 

Proecţia ortogonală a unui punct este piciorul perpendi- 
cularei din acel punct pe axa de proecţiune. 

Fie A, A, un vector aşezat în planul a două axe per- 
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pendiculare (Fig. 5). Insemnând cu (2, Y1), (a Ya) coordo- 
natele punctelor A, şi As; . 
P,, P, proecţiile ortogo- 
nale ale punctelor A,, As 
pe Ox, proecţia lui A, Ao 
pe Oz este: P,P, = AB. 

Punctele P, şi Po având 
respectiv aceleaşi ,abscise, 
OP, şi OP, ca şi A}, Ap, 


rezultă că: 


Fig. 5. 


pr. (A Ag) Pa Pas=za— x. 


Deci, proecţia unui vector pe axa Ox este egală cu diferenta 
dintre abscisa extremității şi abscisa originii acelui vector. 

Ducând prin A, paralela A, B cu Oz, proecţia lui A, A, 
pe Oy este egală cu: BA = Yo — Yy căci: BA, = PpAp 
— PaB = y — Yr 

Deci, prgecția unui vector pe Oy este egală cu diferenţa din- 
ie o»donatele extremității şi originii. 


9. Proecţia unei linii poligonale pe o axă este egală cu 
proecţia linii drepte care închide acea linie poligonală. 
Fie: A,Az... A, (Fig. 6) o linie poligonală şi (x4, y1) (22 Y2} 
se (Ens Yn) coordonatele 
punctelor A}, As, ... An- z 
Proecţia acestei linii po- 
Jigonale pe axa Oz este 
egală cu suma proecţi- 
unilor liniilor A, Ag, 
Ag Ag, sm: Anı A, pe a- 
cea axă. Adică: 
pr. Ag... A, Pr. As 
+ pr. As Ag +... pr. 
An Am 


LEI A) 
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Pr. A, Ag o An = (£a — 21) + (£3 — x3) F... (rar) 


= Ln — Ti 


Insă (æ, — xı) este proecţia vectorului A, A,. Prin ur- 
mare : 


Pr. A, Ap... A, = pr A, Am, 


adică: proecția unei linii poligenale A, Ag ... A, pe o axă 
este egală cu proecția linii A, A. care închide acea linie po- 
ligonală. 
10. Să considerăm poligonul A, As ... A, A, (Fig. 6). 
Am văzut că proectând pe axa Oz, obţinem: 


pr. A, Ag ... A, = pr A, Aa 


Insă: 


pr. A, A, = — pr. A, A. 
Deci: 


pr. A; Ag An Ay = pr A; Aa e A, F pr A, A; = pr- 
A; A, + pr A, A; = O. 

Aşa dar: prcectia unui contur poligonal închis pe o axă este 
egală cu zero. 

11. Să considerăm două linii poligonale: A, A, ... An; 
Ai Bo Ba... Ba: An- 

Proecţia conturului poligonal închis A, As ... Anai An 
Ba—ı ... Ba A, pe o axă este zero. Deci: 


pr A, Ag... An + pr. An Bijes B, A, == Q, 
sau ; l 


pr A. Az. An =— pr A, Baa. Be Apr A, Ba... B, i An 


Aşă dar: proectiile a două contururi, cari au aceiași origină 
şi aceiaşi extremitate, sunt egale. 
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12 Măsura proecţiunii unui vector pe o axă. Fie AB 
un vector (Fig. T) a cărui DY) 
lungime este l şi care face g 
cu Oz unghiul © =C A B. 
Proecţia vectorului AB pe 
Oz este: 


AC=—AB cos © =| cos0, 


iar proecţia pe axa Oy 
este : 1 sin ©. 


Tig. 7. 


Probleme asupra punctului. 


13. Distanța dintre două puncte. Fi: A (7, Yı) Bl2 Y2) 
două puncte (Fig. 7), ale căror coordonate sunt (Xy Yı) 
(Xo Ya) Ducând A © paralelă cu Ox, proecţia A Ca lui 
AB pe Ox este: (xa—xı) sau AB cos ©; de asemenea, 
proecţia pe Oy este: (ye—y,), sau A B sin 0. Avem deci: 


AB cos © = da — Tyi 
AB sin © = Y — Jı- 


Ridicând la pătrat, adunând şi ţinând seamă de relația: 
sin 2 © + cos 2 © = 1, rezultă: 


A B? = (a — 2a) Fină 


Deci : pătratul distanței dintre două puncte este egal cu 
suma pătratelor diferentelor absciselor şi ordonatelor acelor 
puncte. 

14. Aplicaţii. ]. Distanţa dela un punct M (x, y) la origina 
axelor este: x? +y?. Dacă pnctul M variază în plan, rămâ- 
nând mereu la aceiaşi distanță r de origina O, adică, dacă 
punctul M (x, y) se află pe cercul cu centrul în O şi cu 
raza r, această proprietate geometrică se exprimă analitic, 
scriind că distanța dela un punct oare care M (w, y) al 
cercului.este egală cu r şi deci vom avea ecuaţia: 


x? + y = r, 
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Se zice că cercul considerat este reprezentat de această 
ecuaţie, sau mai bine că ecuația: 


® 
2 typ =r 
reprezintă un cerc cu centrul în origină și cu raza r. 


15. Coordonatele unui punct care înparte o dreaptă 
întrun raport dat. Fie A (e, yı) B (2, Yz) două puncte 
şi M (x, y) un punct care 
înparte dreapta AB (Fig. 8) 
în raportul: 


AM 
PM 


MB. 
Ducând prin A, M, B 
paralelele la Oy, obţinem 


punctâle P, R, Q. 


== 4. 


Fig. 8. 


Se ştie din Geometrie că: 


AN PR 
MB RQ 
Insă: i 


PR = x — t RQ = t, — x. 


De unde, înlocuind, obținem : 


In mod analog, proectând vectorul AM B pe Oy, după o 
direcție paralelă cu O x, găsim: 


Y -— Yh shy rA 
Y2 — Y 1+4 
Deci, coordonatele (x, y) ale punctului M care înparie dreapta 


definită de punctele A Go Yi), B (X2, Yo) în raportul 
AM : MB = 4, sunt: 


Pa Flt i N 
Ep pa ® 
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Aceste formule sunt independente de unghiul axelor. 


16. Aplicaţii. I. Coordonatele mijlocului unui segment. 
Fie : (xu Yı) (£o Yə) coordonatele punctelor A (æ Yı) 
B (X2, Ya) care definesc .un segment şi M (x, y) mijlocul 
acestni segment. Raportul 4 în acest caz este egal cu 1 şi 
deci formulele (]) devin : 


a F Ta Y + Ye 
2 2 i 


x£ = > Y= 

Sau : coordonatele mijlocului unui segment sunt egale cu 
semisuma absciselor și semisuma ordonatelor punctelor ce defi- 
nesc acel segment. 

TI. Expresiunea coordonatelor a două puncte conjugate 
armonic în raport cu un segment dat. Fie M (x,y), 
M’ (x', y’) două puncte (Fig. 9) conjugate armonic în raport 
cu punctele M; (wr Y) 
M, (23 Ya) Punctele M, M 
înpărțind pe M; M, în ra- 
poartele : 


M,M MM 
= 4, = 4, 
MM, M'M, 


Fig. 9. 


coordonatele acestor puncte sunt: 


M (* Ada yrțt 4) M’ Cu Ca Viu ») 
AN I’ 14 p? lu? hu 7 


Punctele M, M' fiind conjugate armonice cu M,, M, ur- 
mează că: 


MM, _ MM, 
MM, M M, 

sau : 
MM O O MW piy 
MM, MWM, 


Deci, cunoscând coordonatele unui punct M de pe M; M,, 


M (> FAx mFt ”) 
li °? 114P 


acelea ale conjugatului armonic, M', sunt: 


www.digibuc.ro 


Verificare. Când M este mijlocul segmentului M, M, (î=1), 
coordonatele conjugatului său armonic sunt: 


Ti — ha Yi — Ya 
O 0 i 
adică ambele infinit de mari, sau că acest conjugat armonic 
este aruncat la infinit. Acest rezultat analitic concordă cu 
teoria geometrică, căci se ştie că este aruncat la infinit 
conjugatul armonic al mijlocului unui segment. 


III. Cunoscând coordonatele vârfurilor unui triunghiu, 
să se afle acelea ale centrului de greutate. 

Fie: A (cu, f) B (£ Ya) C (a Ya) G (x, y) vârfurile şi 
centrul de greutate al triunghiului A R C. Se ştie că punc- 
tul G se află pe o mediană, AA' de ex., şi o înparte în ra- 
portul: (AG : GA') = 2. Coordonatele punctului A’ (mijlo- 
cul lui BC) find: 


í £ T r Va Ys 
r= 8 pati f 


acelea ale lui G vor fi: 


„n Hir My AG L, 
P= = A= = 


Deci coordonatele lui È vor fi: 


£i + 9 Ka T Ja 
2 Pirate y HF Vera 
142 32 A, 

adică, vom face suma absciselor și suma ordonatelor vârfurilor 
triunghiului și le vom înpărți cu 3. 

IV. Fiind date trei puncte A, B, C în linie dreaptă şi 
M un punct în planul lor, să se demonstreze relaţia (lui 
Stewart) : 


A N2.BC+BM?.CA+CM?.AB + AB. BC. CA = Q. 
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In chestiuni de geometrie analitică, partea grea a proble- 
mei constă în alegerea axelor de coordorate. In cazul de 
față se indică să se ia dreapta ABC ca axă Ox şi perpen- 
diculara din M pe ea, ca axă Y 
Oy. (Fig. 10). Atunci coor- 
donatele acəstor puncte date 
vor fi notate cu primele 
litere ale alfabetului, a- 
dică: A (a, 0o, B (b. o), 
C (c, o), M (m, o). 

d m 


Avem : 


M (0,m. 


Aa, Bl(b,0) C(e.o) 


Fig. 10. 


2 
AM + m, BM= b -p mă, CMe + n, 
BC = c—b, CA — a—c, AbB=—b—a. 


a ` 2 a . “pa 
Vom înlocui pe AM, ..., BC,... în relaţia de verificat 
cu valorile găsite şi vom aveu ca rezultat zero, şi deci re- 
laţia este demonstrată. 


V. Să se demonstreze că mijlocul dreptei care uneşte 
mijloacele diagonalelor unui patrulater are pentru coor- 
donate mediile aritmetice ale coordonatelor vârfurilor, 
Fie : A (@p yı) Bo Ya) CO (£s Ys) D (£y yı) coordo- 
natele vârfurilor patrulaterului ABCD. Coordonatele mij- 
loacelor diagonalelor AC. BD vor fi : 


E Gi Yı T) F (Sta Ya -+ Ys, 
yo g P 2 ? 2 


Acele ale mijlocului acestei drepte E F, vor fi: semi- 
suma absciselor şi semi-xuma ordonatelor, adică: 


i (2 T Ai pe Hors j= Kita tH ttr, FYT Y-a 
2 2 2 4 4 


Aceasta probează că aceste coordonate sunt mediile arit- 
metice ale coordonatelor vârfurilor, adică egale cu suma 
absciselor şi suma ordonatelor, înpărţite cu numărul punc- 
telor. 


VI. Să se arate că întrun patrulater ortodiagonal (cu 
diagonalele perpendiculare) A BCD, avem: 


www.digibuc.ro 


AB? t CD? S aD? + BC 


Chestiunea constă în alegerea axelor; diagonalele fiind 
perpendiculare, le vom luă, AC ca Ox, BD ca Oy (Fig. 11). 
Coordonatele vârfurilor 
vor fi: A (a, 0), B (o, b), 
C (c, 0), D (0,đd). N'avem 
de cât să calculăm dis- 
tanțele A Bisa + b?, 
k 0 = He, CDSS 
e+a, AD’ =a’ d?, şi 
relația : 


A B?-+UD’=A D2-+B C2 
devine evidentă. 


Exerciţii. 


1. Să se afle cum stau una în raport cu alta coordonatele unui 
punct al bisectoarei întâi, sau a doua a axelor de coordonate per- 
pendiculare. (Bisectoarea unghiului a Oy şi a prelungirilor sale). 

R. Absoisa şi ordonata sunt egale şi de acelaş semn; în cazul 
al doilea, abscisa şi ordonata, egale şi de semn contrar: 


z= y; x + y =0. 


2. Fiind cunoscute coordonatele (x,y) ale unui punct M, să se 
afle coordonatele punctului: 10) simetric cu M în raport cu axa 
Ox; 20) simetric cu M în raport cu axa Oy; 30) simetric cu M 
în raport cu origina, 

R. 1° (x,y), (x,y); 2) (%7) ( x,y); 30) (y) (=x, y) 

3. Să se afle lungimea laturilor triunghiului ale cărui vârfuri 
sunt punctele: (2,8), (4,—5), (—3,—6). 

R. Se aplică formula distanței dintre 2 puncte. 
V 65, V50, | 106. 

4. Să se exprime că distanţa dela un punct oarecare M (x,y) 

variabil la punctul A (2,3) este 4. Pe ce se mișcă punctul M? 
R. (x—2} 4+ (y—3)2 = 22 

Pe un cerc cu centrul în (2,3) şi cu raza 4. 

5. Ce relație există între coordonatele unui punct variabil M(x,y) 
care este la distanță egală de punctele A(2,3), B(4,5). 

R. (œ—2)} + (y —3) = @—4)} + (ya + yr. 

Toate aceste puncte se află pe perpendiculara pe mijlocul lui 
AB, iar între coordonatele (x,y) a oricărui punct a acestei perpen- 
diculare, există relația: x +- y = 7. 
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6. Să se afle coordonatele unui punct M egal depărtat de punc- 
tele: A(2,3), B(4,5), C(64). (Centrul cercului ABC). 
R. Fie M(x,y) coordonatele acelui punct; se scrie : 


MA? = MB? = MC? 


„De unde: 
i $ 13 8 
x+ y= 7, æ — y= r= guy: 


7. Sa se afle coordonatele mijloacelor laturilor triunghiului definit 
de punctele: (2,3), (4,5), (—3,—6). Să se figureze în raport cu 
două axe perpendiculare. 


x parz: 3 
R, Se vor aplică formulele: A s vii ue 


Ge), (e — 2) Cao). 


3. Se divide în trei părţi egale dreapta definită de punctele: 
A(2,3), B(4,— 5). Care sunt coordonatele punctului de diviziune, 
cel mai apropiat de A. Să se figureze. 

R. Punctul M (æ, y) divide dreapta în raportul: AM : MB =1:2. 
Se înlocueşte în formulele: 


æ + læ n+ iy “8 1 
EE A tpa AB 8) 


9. Să se arate că într'un trapez ABCD dreapta care uneşte mij- 
loacele laturilor neparalele este egală cu semisuma bazelor. 
R. Luăm ca Ov baza mare AD, iar ca Oy o perpendiculară 
pe baze. Coordonatele vârfurilor vor fi: 
A(a,0), D(b,0), C(p,d), B(q,d). 
Mijloacele lui AB şi CD au ca coordonate: 


și i 
2 2 


> 
2 2 


(£ +q d ux d 
Lungimea liniei considerate este: 
b+p  a+g (b—-a)+(p—q) 
ANNIE 2 
10, Să se afle distanța punctelor: 
2x +2ay' 2ax +2a!y'! 
e | ). 


Ay! 
sala 1a? ipa 


R. V (2 y® aHa = Vans 
1+ a? 
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11. Să se probeze că dreptele care 


unesc mijloacele laturilor o- 
puse dintr'un patrulater se 
taie în mijlocul lor, căutând 
cocrdonatele mijloacelor a- 
cestor drepte. 

R. Patrulaterul fiind 
ABCD, se ia ca axe Ogs 
şi Oy diagonalele AC, BD 
(Fig. 12). Se calculează 
coordonatele mijloacelor la- 
turilor şi apoi ale mijloa- 
celor dreptelor DF, EG, care 
vor fi: 


S'ar fi putut rezolvă problema luându-se două axe perpendiculare 
oarecare, în raport cu care coordonatele vârfurilor ar îi: (a, bi), 
(aa, bo), (ag, b3), (aa, ba) şi se procedează la fel. 
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Reprezentarea curbelor prin ecuații. 


17. Fie AB o curbă trasă în planul a două axe perpen- 
diculare Ox, Oy (Fig. 13) şi M (x, y) un punct al curbei, 
ale cărui coordonate sunt: 


x=0P, y= PM. 


Când punctul M e deter- 
“minat pe curbă, coordona- 
tele sale sunt cunoscute, 
X şi când punctul variază pe 
curbă şi coordonatele punc- 
tului M variază, aşa că la 
fiecare valoare a lui x=0P, 
corespunde o valoare determinată pentru y. Deci când punc- 
tul M se menţine pe curbă, variaţia lui y depinde de a lui 
%; aşa dar, y este o funcţiune de s, 


B 


Fig. 13. 


y = f (x), 


iar natura acestei funcțiuni depinde de forma curbei. 
Aşa dar, oricărei curbe din plan, putem admite că-i co- 
respunde o ecuație : f (x) = y, sau mai bine: 


F (2, y) R 0, 


care se numeşte ecuația curbei. 

Reciproc, orice ecuație de forma : F (x, y) =U între coordo- 
natele (x, 3) ale unui punct din plan, reprezintă o curbă. In 
adevăr, rezolvând ecuaţia dată, în raport cu y, avem: 


y = f (x). 


Deci, când œ variază, la fiecare valoare a abscisei æ, co- 
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respunde câte o valoare determinată f (x), pentru y, şi deci 
un punct anumit în plan. Unind toate aceste puncte astfel 
obţinute, vom avea o curbă, a cărei ecuaţie este: y = f (x£), 
sau: F (x, y) = 0. 

Dacă ecuaţia F (x, y) = O este algebrică şi de gradul m, 
se zice că curba corespunzătoare este de gradul m, sau de 
ordinul m. 

De ex., curba reprezentată de ecuația : 


ze —2ry +82 —2=0 


este de ordinul al treilea, căci ecuația curbei este de gradul 
al III-a, în raport cu z şi y. 


Curbe de ordinul întâi. 


Linia dreaptă. 


18. Curbele de ordinul întâi sunt linii drepte. Ecuația 
generală a curbelor de ordinul întâi este : 


Ax + By +C =0, (1) 


(x, y) fiind coordonatele unui punct oarecare al curbei, iar 
A, B, C cantităţi date. 

Pentru a vedea ce reprezintă ecuaţia (1), vom cerceta ce 
reprezintă formele simple ale ecuaţii (1), adică: 


isto By Ab 000, Made Bg 0. 
10. Az + C = 0; de unde deducem: 
(0 


T = — A , 
ceeace probează câ orice punct al curbei reprezentative are 
abscisa totdeauna egală cu — (C:A); deci această curbă 
este o dreaptă paralelă cu axa Oy. Prin urmare, ecuaţia: 
æ -a= Q reprezintă o paràālelă la O y la depărtarea a de 
de Oy. De asemenea, x = 0 reprezintă ava Oy. , 
20. Iu mod analog, se vede că ecuația: By + C=O, sau 


C 
—=— 3 — b = 0, 
y B y 
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reprezintă a paralelă la axa Oz, la depărtarea, — = sau b, 
de axa Oz. De asemenea, y = 0 reprezintă axa Oz. 
3%. Ax + By = 0. Această ecuaţie se mai poate scria: 
A 


is ai 0 = m x, (m = — —) 
NI ia d cdi = a 


Se vede că această curbă trece prin origina axelor de 
coordonate, căci ecuaţia curbei este verificată înlocuind pe 
x şi y cu (0, 0), coordonatele originii. 

Considerând două puncte: M; (a,, b1) Ma (Ag, b,) ale acestei 
curbe (Fig. 14), între abs- 
cisele şi ordonatele acestor 
puncte avem, observând ecu- 
aţia curbei: 


mă, 


relaţiile : 


b, = may ba= mas, 


Fig. 14. M,P, = m.OP,, MP, =m. OP. 
De unde: 
OP, _M,P, 
OP, MP; 


relaţie ce probează că triunghiurile dreptunghice O P, M,, 
O P, M,, au două laturi proporționale şi unghiul cuprins 
între ele egal (cu 90°); deci aceste triunghiuri sunt aseme- 
nea şi prin urmare unghinrile P, OM, = P; OM,, adică 
punctele O, M,, M, sunt în linie dreaptă. 

Aşă dar, două puncte oarecare, M, şi M, ale curbei: 


y = mă, 
sunt pe o linie dreaptă ce trece prin origină şi deci, acea- 
stă ecuație reprezintă ọ linie dreaptă ce trece prin origina 


axelor de coordonate. 
Ca să construim, de ex., linia : 


y= 22, 
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vom luă pe Oz, o abscisă z==>l şi pe perpendiculara pe Ox, 

ridicată în acest punct, o lungime egală cu 2 (căci: y=2 x). 
Revenind la ecuația: Ax + By =U, y =m x, şi 

observând figura 14, vedem, din triunghiul OP, M; :' 


M; P,=0P.. tg P, OM, bi =a, tg POM, 


A 
m = tg P, OM. — p > tg P, OM. 
Deci, coeficientul m, din ecuația dreptei y = ma, este 
egal cu tangenta trigonometrică a unghiului ce dreapta face cu 
axa Ox şi se numeşte coeficientul unghiular al dreptei. 
In rezumat, am văzut că ecuaţiile simplificate: 


Az+O0=0, By+ C=0, Ar + By=0 


reprezintă linii drepte. 

19. Să considerăm acum ecuaţia generală de gradul întâi, 
Ax + ByA4+ C=0. Rezolvând, în raport cu y, obţinem 
(B =/- 0): 


A : C 
Y B R B > 
Sau : y =mx +n, 
A C 
punând: . m=— p: A=5— hp: 


Se vede că la o valoare x, dată lui x, corespunde din 

egalitatea : 
y= mxr4+n, 

o valoare pentru y (Fig. 15) egală cu P, M, = y=m, æ+n, 
iar pentru curba: y=m x, 
o valoare PM, =y=ma. 
Diferenţa dintre ordona- 
tele a două puncte cores- 
punzătoare, pentru aceiaşi 
valoare a lui x, ale cur- - 
belor : 


y=m x + n, y = m x, 
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fiind totdeauna egală cu; yə — yı = n, urmează că şi e- 
cuaţia : y = m x + n reprezintă ca şi y = m æ, tot o 
linie dreaptă, paralelă —cu-dreapta-—g—m-a0-linie-dreaptă; 
paralelă cu dreapta : y = m. 

Dreptele : y = m x+n, y =m g, fiind paralelete, fac 
acelaş unghi a cu axa Ox şi au acelaş coeficient unghiular, 
m = bg a. 

Prin urmare, în general, curbele de ordinul întâi, 


å x+ By + o=o, y=m æ+ n, 
sunt linii drepte, al căror coeficient unghiular este : 


i A 
tg o = m = — B: 
adică egal cu raportul dintre coeficienții lui X și y, cu semn 
schimbat, din ecuaţia generală: Ax+ By + 0=0, sau cu 
coeficientul lui x, când ecuaţia este adusă la forma: 

y =m + n. 

20. Construirea dreptei Ax + By + C =0. O linie 
dreaptă fiind definită prin două puncte, e de ajuns, pentru 
a constui dreapta, să cunoaştem două puncte ale ei. Cele 
mai uşor de calculat sunt punctele unde dreapta taie axele 
de coordonate. Orice punct aşezat pe O având ordonata 
zero, pentru a găsi abscisă punctului unde dreapta taie axa 
Ox, vom înlocui în ecuaţia dreptei (unde presupunem (C=/=0), 
pe y cu zero şi avem: 


C 


De asemenea, pentrn a găsi unde :lreapta taie axa Oy, 
vom face în ecuaţia dreptei z=—0, şi ordonata punc'ului de 
intersecţie este dată de: 


B y + C=0, y=— 


C J= _£ 
B B. 
Q 
AB 


Unind punctele (— ), se obţine dreap- 


ta cerută. 
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Exemplu. Să se construiască dreapta : 
g—2y4+1=0. 


Vom face pe rând g =0 şi y =O şi vom avea: y = 7 
x = — l, iar coordonatele punctelor unde această dreaptă 


taie axele de codrdonate, vor fi: (—1, 0), (0, z) 


21. Reciproc, ori ce dreaptă este reprezentată de o e- 
cuație de forma: Az- By 4+- C=0. In adevăr, fie M (x, y) 
un punct oarecare al dreptei, definită prin două puncte 
M, (a, Yı) Me (a Y2) date. Punctul M (s, y) fiind pe 
M, M,, coordonatele vor fi de forma (§. 15) : 


a ka a tin 


unde: 4 =M, M : M M, este un parametru variabil. 
Rezolvând ecuaţiile de mai sus, în raport cu 4, avem 
respectiv din prima şi a doua ecuaţie : 


= TË Ni 
= i = 


L — La Y= y` 


Egalând aceste valori ale lui 4, obţinem: 


? 


Lı — X Yı — y (II) 
L — La Y — H 


sau, efectuând calculele, : 
æ (Yr — Ya) — Y (Lı — X) T Lı Ye — Yı = 0. 


Deci, între coordonatele (w, y) ale unui punci oarecare al 
dreptei date, avem o relație de forma : : 


Ax+By + C=0, 
unde: A = yya B=— (1, — 2) C =x, yo yie 


Relaţiile (I) dau şi coordonatele unui punct al dreptei M M., 
în funcţie de un parametru varibil å. 

22. Aplicaţie. Ecuația unei drepte definită de două puncte. 
Scriind relația (II) supt forma : 
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şi aplicând o proprietate a proporţiilor, avem: 


Yn Pap H2 
Ys — Y Ta— 1’ N To — Tı 


(&—xı). 


Rezultă de aci că ecuația unei linii drepte definită prin 
două puncte: M, (£1 Yı) Ma (£a Vo), este: 


— y, = N 
y — Yı La — zi 


(x 2), 


Yz — Y 


iar coeficientul unghiular al acestei drepte este : 7 P 
E l 


adică: raportul dintre diferenţa ordonatelor şi diferența absci- 
selor celor două puncte care definesc dreapta, luate în aceiaşi 
ordine. 

Exemple. 10. Să se scrie ecuația dreptei ce trece prin origină 
şi punctul (a, b). Punctele: (x3, Y1), (Sə Yə) sunt în acest caz: 
(0, 0) origina şi (a, b). Ecuația dreptei va fi: 


Va Yi b 
i — i = — g£ 
y—y= PREA (0—d Y Piu 
adică de forma: y = m x, ceeace trebuia să fie, căci a- 


ceasta este forma ecuaţii unei drepte ce trece prin origina 
axelor de coordonate. 

20, Să se afle ecuația dreptei ce trece prin punctele: (2,—3) 
(1,—2). Vom înlocui pe: (æu Y1), (£z Ya) în ecuaţia: 


y- n= (ez) 
1 
şi avem: 
— 2+3 
y + 8 = Ia (7—2), 
sau: 


stytt i=. 


23. Altă formă a ecuații linii drepte. Scriind ecuația 
generală : Ax + By+ C =0 supt formele: 
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A B = 
o to t=, gh = b (A B=), 


Z6 j 
A B 


Hy 
rezultă că ecuația linii drepte poate să fie şi de forma: 


a t = 
punând: 
a = O b = 0 
=n e 


Cantităţile a şi b au însemări anumite. In adevăr, căutând 
punctele unde dreapta : 


taie axele de coordonate, vom găsi că 'abseisa punctului 
unde dreapta dată taie pe Oz este egală cu a, iar ordonata 
punctului unde dreapta taie pe Oy este b. Sau că această 
dreaptă determină pe axe respectiv lungimile: a şi b. 

Ewerciţiu. Să se scrie ecuaţia dreptei ce trece prin punctele : 
(2, 0), (0, 3) aşezate pe axe. Ecuația va fi: 


x Y 
g To e 


24. Altă reprezentare parametrică a linii drepte. Altă 
metodă pentru a probă că o linie dreaptă este reprezentată de 
o ecuaţie de gradul întâi. Să presupunem că o dreaptă este 
dată printrun punct A şi unghiul a ce această dreaptă îl, 
face cu axa Ox. Să ne propunem să găsim coordonatele u- 
nui punct: oarecare al dreptei. 

Fie: A (2, Yọ) punctul dat al dreptei şi (æ, y) coordona- 
tele unui punct variabil M, a cărui distanță la punctul A 
să o însemnăm cu: AM = r. 

Să scrim în două feluri proiecţile vectorului AM pe Ox 
şi Oy şi vom avea ($ 8): 


£ — Lı = recos, Y — Yy = tsinga (1) 


Deci, coordonatele punctului variabil M al dreptei sunt 
date de formulele: 
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£ == Xy t recos, y = Y, + sina, 


r fiind o distanţă AM variabilă a punctului M la punctul 
dat A. 

Vom obţine toate punctele dreptei, făcând pe r să vari- 
eze de la — œ la +2 Coordonatele unui punct al dreptei 
conțin un parametru variabil r şi de aceia se zice că acea- 
stă reprezetare a linii drepte este parametrică. 

Observare. Împărţind ecuaţiile (1), obţinem: 


Y — Jh = (x — x) teo, 


care este o relație între coordonatele unui punct (x, y) al 
linii drepte,' deci este ecuaţia acestei linii. 

Am demonstrat deci, din nou, că o linie dreaptă este re- 
prezentată printr'o ecuaţie de gradul întâi. 

25 Unghiul a două drepte. Fie: 


Ax + By + C = o D' Ax + By + =o 
ecuațiile a două drepte. Coeficienţii lor unghiulari sunt : 
M, = — = tg0, m. = — B == tg 0, 
O şi O fiind unghiurile acestor drepte cu axa Ox (Fig. 16). 
y Insemnând cu V unghiul 
acestor două drepte, avem: 


V= 0—0 


gi deci: 


, 


ka tg O —tgO m—m 
ev= F tg Otg 0' T lFm m 


Fig. 16. ; 
Aşă dar, unghiul a două drepte (axele fiind perpendicu- 
lare) : 


y=mg +n, y=mwr tn 


este dat de formula : 
m — m 
l+m m ’ 


tg V = 


sau, unghiul dreptelor : 
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Ax+ By+O0=0, A'x+By +C =0 
AA 
ea BB y — AB—B'A 
Ea 2 8 | O AAPEB! 
B' B 


Esercițiu. Să se afle unghiul dreptelor : 
Vă x + y—a y3 =0, văz —ytayă =0, 
Avem : 
TRE AER Mara. ARE au Mei C a 
l+mm 1—y3. y3 

Deci: V = 60. 

26. Aplicaţii. I. Condiţia ca două drepte să fie päralele 
se găseşte, observând că în acest caz: tg V =Q, şi deci: 
m— w 
lm 

Deci, două drept sunt pnralele când coeficienții lor unghiu- 
lari sunt egali. 

Considerând formula: 


0, m—m'=0;, m=w. 


tg V= 


dreptele: 
Az+By+C=0, A'z+B'y+O0'=0 
sunt paralele, când tg V=0, sau: 


pe tza A _B 
A'B Liri B'A, A? BY 
Urmează deci, că două drepte paralele au coeficienții lui 
x și y, din ecuaţiile lor, proporționali. 
Exercițiu. Să se scrie ecuaţia generală a paralelelor la 
dreptele: 


y=>=3e +56, zx—2y+1=0. 


Pentru prima dreaptă, vom scrie ecuaţia unei drepte 
al cărei coeficient unghitilar este egal cu 3, 
Ecuația paralelelor la dreapta: y = 3 æ + 5, este: 
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y =3 x+, 


A fiind un parametru variabil, 

Pentru ecuaţia: »—0 y +1 = 0, care este de forma: 
Az+ By+ 0=0, vom scris o dreaptă ai cărei coeficienţi 
ai lui şi y să fie preporţionali cu ai dreptei date; ecua- 
ţia 'generală a tuturor paralelelor la dreapta: 


z—2y+i=0 
va fi: 


p—2y +4 =0,(Az+By+4=0), 


A fiind un parametru variabil. 
II. Condiţia ca două drepte să fie perpendiculare. 
Când dreptele: 


y=mz+n, y=mar+n 


sunt perpendiculare, V = 90, şi deci: 


Prin urmare, condiţia ca două drepte să fie perpendicu- 
lare este ca între coeficienții lor unghiulari să avem relaţia: 


l+ mm =Q. 


Când dreptele sunt reprezentate de ecuaţiile: 


Ax + By + 0=0, A'x-+ By+C' =0, condiţia ca ele 
să fie perpendiculare, este: AA’ + BB'= 0. 

Exerciţiu. Să se scrie ecuația unei drepte oarecare perpen- 
diculară pe dreapta: 3 s—y = 5; m fiind egal cu 3, atunci: 


i 1 i 
m = — = 


m 3 
şi deci ecuaţia perpendicularei pe dreapta dată este: 


y =m æt m y= etn 


27. Intersecţia a două drepte. Pentru a găsi punctul de 
intersecție a două drepte: 


Az + By+C=0, A's+B'y+ C =0, 
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vom căuta coordonatele acestui punct; aceste coordonate 
verificând ecuaţiile celor două drepte, vom rezolvă în raport 
ca g şi y. Deci, coordonatele punctului de intersecţie a a- 
cestor două drepte vor fi (presupunând determinantul sis- 
temului diferit de zero) : 


-CB 
C'B'|  BO'—CB' j CA'—AC' 
= ——— =- AT ? =R BA) Și 
AB AB’ —BA'’ AB'—BA 
AB 


Dacă: AR'—BA' =|=0, z şi y au «valori finite, deci 
dreptele se 'taie întrun punct la distanţă finită, 
Dacă : AB—BA' = 0, sau: 


A Bi? 


fără ca numărătorii lui æ% şi y să fie zero, æ şi y sunt in- 
finit de mari, dreptele se taie atunci la infinit, ele sunt 
paralele. 

Am găsit din nou condiţia că două drepte sunt parâlele 
când coeficienţii lui x şi y sunt proporţionali. 

Dacă: AR'— BA'=0, BC—CB'=0, atunci urmează că: 


A B B C 

A B? BK O? 

deci (B şi B' == 0): 
A B 9) 


A 
A B ©? A © 


Prin urmare: 


adică puuctul de intersecție este nedeterminat. In adevăr, 
având : 

A: B C 

AB 0: 
ecuaţiile : 


As + By+C=o0, Az+By+0'=0 
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se reduc la una siugură şi deci dreptele date fiind repre- 


zentate de aceiaşi ecuaţie, sunt confundate, au deci un nu- 
măr nedeterminat de puncte comune (toate punctele comune). 
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Probleme asupra linii drepte. 
28 Să se aile ecuaţia tutulor liniilor drepte care trec 
printr'un punct dat A (xo Yə). Fie: 

y = maze+ n (a) 
ecuaţia unei linii drepte ce trece prin acest punct. Coordo- 
natele sale verificând ecuaţia dreptei, avem : 

Yo = M Xy + n. (b) 
Scăzând ecuaţiile (a) şi (b), avem : 
Y—Y = m (a—Xo) 


care este ecuația generală a tutulor dreptelor ce trec prin 
punctul dat (2% Yo), m fiind un parametru variabil. 

29. Ecuația unei drepte ce trece printr'un punct dat şi 
paralelă cu 'o dreaptă dată. Fie (2, Yọ) punctul dat şi m 
coeficientul unghiular al dreptei cu care trebue să fie para 
lelă. Ecuația dreptei cerute va fi: 


Y—y, = m (D—a)- 


Exerciţii. 19. Să se scrie ecuaţia unei drepte ce trece prin 
punctul (2, O) şi paralelă cu bisectoarea a doua a axelor de 
coordonate. Aplicăm ecuaţia generală: 


Y — Yo = m (4: —20) 


şi înlocuim m cu: — 1, căci ecuația bisectoarei a doua este : 
x + y = 0 Ecuația dreptei cerute va fi: 


y=— (@—?2), æty—2=0. 


20. Să se scrie ecuația dreptei ce trece prin origină și este 
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perpendicular pe dreapta care determină pe axele de coordo- 
nate “lungimile 2 şi 3. sog 
Ecuația uuei drepte ce trece prin origină este: 


y= mrz. (1) 


Ecuația dreptei date este : 
; g 
= =1 
i nai, 
al cărei coeficient unghiular este : 


m= — —. 


2 


Dreptele (1) şi (2) fiind perpendiculare, avem : 
| + mw =Q, O a. i 
, m 
iar ecuaţia dreptei cerute este : 
y = a z 
S= Sia 


30. Altă metodă pentru a scrie ecuaţia unei drepte ce tre- 
ce prin două puncte (x, yı). (£a Y2). Fie: Ar +By+C=0 
ecuaţia dreptei cerute, A, B, C fiind necunoscuţi. Ecuația 
dreptei este verificată de coordonatele (x3, Y1) (Za Yə), căci 
aceste puncte sunt pe dreaptă. Deci: 


Ax + By +C=0, (3) 
Aæ, + By +C=0. (4) 


Ecuațiile (3), (4) împreună cu: Aæ + By+ 0 =0 formează 
un sistem de trei ecuaţii lineare omogene în raport cu A, 
B, C. Acest sistem admite soluţii toate nule, A=B=C=0, 
când determinantul coeficienţilor este diferit de zero, sau 
soluţii nu toate nule, când acest determinant este egal cu 
zero. Insă, A, B, C nu pot fi toate nule, căci atunci dreapta 
cerută war mai există şi deci, ca să existe valori nu toate 
nule pentru A, B, C, trebue ca determinantul coeficienţilor 
să fie nul. 

Deci: 
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æ y 1 
2 Yy l =0. 
To Yr 1 


Aceasta este ecuația dreptei ce trece prin cele două 
puncte (X1 Y1) (®ə ya). Dezvoltând-o, putem să o scrim supt 
formele : | 

ja — | 
y — n = i w a), e) 
da — i 
sau : 


æ (Yı — Ya) — Y (a) ka — X Yı = 0. 


Prima formă (I) este bine să se memoreze, fiind foarte 
întrebuințată. 

31. Condiţia ca trei puncte: (z, Yı), (2 Y2) (a Ya) Să fie 
colineare. Va fi de ajuns să scrim că punctul (a, y1) se 
află pe dreapta definită de celelalte două. Ecuația dreptei 
ce conţine punctele: (Xe, Yı) (Xs; Ya) fiind: 


x y 1 
£a Va 1 =0, 
Xg Ya 1 


condiția ca cele trei puncte să fie colineare (în linie dreaptă), 
este : ` 


Xi ml 
Zo Y | =0. 
Xs Ys l 


Observare. Vom obţine acelaş rezultat scriind că coefici- 
entul unghiular al dteptei (x1, Yı) (To ya), este acelaş (egal) 
cu al dreptei definită de punctele : (02, Y2), (Xa; Va). Această 
condiţie este : 

Y2 — Yi Ve — a 


To Li Lg — La 


pi 


32. Să se aile condiţia ca.trei drepte să îie concurente. 
Fie : 
Ax By + © =0. 
A'x + B'y+ =D, 
A”"x + B'y + or = 0 
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ecuaţiile a trei drepte. Dacă ele sunt concurente, însemnează 
că există un punct comun lor şi deci coordonatele acestui 
punct (x, y) verifică aceste trei ecuaţii. Sistemul format de 
ecuaţiile acestor drepte este deci compatibil şi prin urmure 
determinantul coeficienţilor este nul, adică: 


A B O 
A B 6|=6, 
A” B” c” 


Aceasta este condiția ca cele trei drepte să fie concurente. 
Observare. Sistemul : 


Ax t By + C =0, 
Az+By+C =0, 
Ag B"y +0" =0 
fiind compatibil, urmează că ultima ecuaţie este o consecință 
a primelor două ecuaţii şi deci: 
Ax + B'y +0" l(Az+By+O)+m(A'z+By+0O), 
l şi m fiind două numere alese potrivit. De unde rezultă că 
dacă dreptele sunt concurente, să avem : 
ul(Ax+By +0) +o(Ax+By+Cj+w(Ax+By+0) 0. (e) 
Deci, pentru a cerceta dacă trei drepte sunt toncurente, 
vom caută să vedem dacă există trei numere u, v, w, astfel 
ca relaţia (a) să fie identic verificată. Nu există un procedeu 
general pentru determinarea lui u, v, w, şi fiecare problemă 
de acest fel se rezolvă în alt mod. Totuşi, în corpul acestei 
lucrări, vom considera două, trei probleme de acest fel. 
33. Aplicaţii. I. Să se arate că mijloacele diagonalelor 
unui patrulater complect sunt colineare. Fie patrulaterul 
complect ABCDEF 
(Fig. 17) ale cărui dia- 
gonale sunt: AC, BD, 
EF. Să luăm ca axe de 
coordonate: AD ca Ox 
şi AB ca Oy. Să însem- 
năm coordonatele punc- 
telor D,F,B,E cu: 


D (do), F (fo), B (0,b), 
E (0, e). 


Y 
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Pentru a găsi coordonatele vârfului C, vom rezolvă ecua- 
ţiile : 


Zoa Cal 
Ar a 


ale dreptelor DE şi BF şi avem: 


o _ be(d—f) _ fd(b—e) 
|2- doef I7 a] 


Să aflăm coordonatele mijloacelor M, N, P ale diagona- 
lelor AC, BD, EF ; găsim: ; 
m| ea, a E 
2 (bd — ef) 2 (bd — ef) 2 
Vom calculà determinantul : 


be(d—f) jd(b—e) 


2 (bd — ef) 2 (bd — ef) 
%1 Yı 1 d Ă b 
% y De 2 CI tj» 
Za Ys 1 | f P 
2 2 l 


care se mai scrie: 


1 be(d—f) fd(b—e) 2(bd— ef) 


Pba — ef) d b 2 =0 
f e 2 7 


Se va arătă că acest determinant este egal cu zero, şi 
deci mijloacele diagonalelor vor fi colineare. 

iI. Să se arate că medianele într'un triunghi sunt con- 
curente. Vom luă ca axe de coordonate laturile AB şi AC 
ale triunghiului ABC 
(Fig. 18). Să însemnăm 
coordonatele punctelor 
B şi C cu B (b,0), C(o,c). 
Să scrim ecuațiile celor 
trei mediane. Goordona- 
tele punctului A’, mij- 
locul lui BC, sunt: A 


a (È =) , ; 
2? 97 ` Fig. 18. 
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Ecuația medianei AA! este: 


y = , x; (AA) cx — by =0. 


Coordonatele punctelor B' şi C', mijloacele laturilor AC 
şi AB sunt: ` iiz 
ro En web 
B'O 2), 00) 
x vf 2 
i : b aage 
iar ecuațiile medianelor BB CC' sunt: 


T y X y 
a arui 
2 2 


sau : 


(BB') cx +2by— be = 0, 
(CC) 2ex + by — be =0. 


Să formăm determinantul coeficienţilor medianelor AA”, 
BB, CC' şi avem: 


ec —b 0 
c 2b — be | =0, 
2c b —be 


ceeace probează că aceste trei mediane sunt concurente. 

Medianele se văd că sunt concurente aplicând observarea 
dela paragraful 32, căci avem : 

(AA) — (BB') — (C0) = 0. 

Coeficienţii u, v, w, din acea observare, sunt în acest caz 
egali cu: 1, — 1, — 1 şi s'au dedus luând în considerare 
formele ecuaţiilor dreptelor AA’, BB’, CC’. 

84. Să se afle ecuația unei drepte ce trece prin inter- 
secția altor două. Fie : 

Ax +By+0=0, Az+By+C'=0 
dreptele date şi (xo yo) punctul lor de intersecție. Să con- 
siderăm dreapta : 


As + By + O+A(Az+ By+ 0J=0, 


A fiind un parametru variabil. 
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Punctul (2, Yọ) aflându-se. pe fiecare din dreptele date, 
urmează că : 


Ax, + By + 0C=0, Aa + B'ye +C = 0 
şi deci : 
Axo t By + C +å (A'zo tB' yo+ 0)=0. 


Această relaţie probează că punctul comun celor două 
drepte aparţine şi dreptei: 


As + By + O+a (Ar +B'y+C)=0. 


Aceasţă ecuaţie, când A variază, reprezintă toate dreptele 
care trec prin intersecţia altor două. 

35. Aplicaţii. I. Să se afle ecuaţia dreptei ce trece prin 
intersecţia dreptelor: y--27r —c=0,y 4r+a=0 şi 
prin origina axelor de coordonate. Ecuația dreptei ce trece 
prin intersecţia dreptelor date este : 


y—2r— ui (y — æ+ a) =0. 


Această dreaptă trebuind să treacă prin origină, ecuația 
ei este verificată când vom înlocui pe æ şi y cu (0,0) şi deci: 


a+ai=0,1=l. 
Ecuația dreptei cerute este: 
 y—2xr—a+(y—4s+a)=0, 
y — 3r =U. 


Tl. Să se probeze că dacă ecuația unei drepte conține 
un parametru variabil de gradul întâi, acea dreaptă trece 
printr'un punct fix. Fie dreptele reprezentate de ecuaţia: 


3a +(6-+4)y 21=0, 


care conține parametrul variabil 2. Această ecuație se mai 
poate scrie : 


38 æ +6y +1 (y—2) = 0, 


şi deci reprezintă toate dreptele care trec prin punctul 
comun dreptelor cunoscute : 


x + 2y =0, y—2=0. 
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36. Să se găsească raportul în care o dreaptă 
D= Ax+By+C=0 împarte segmentul A, A, de- 
îinit de punctele A, (2, Yı) Ae (£, Yə) Fie M punctul de 
intersecție al dreptelor A, As şi D. Să căutăm valoarea ra- 
portului : 


MA Zh 
MA, 


Se ştie ($. 15) că valorile coordonatelor punctului M, aşe- 
zat pe dreapta A, Æa sunt: l 


y= Bt A da A PN LR 


IN 20 NE A IF 
Acest punct M fiind pe dreapta D, avem: 

X t Àa pt Z 
De unde: 


2 Am + By + C 


A TA a Bare 


Deci valoarea raportului căutat va fi: 


MA, As, + By+C (a) 
MA, Aga + By +C 
Dacă dreapta D este paralelă cu A, A, punctul A, este 


pe paralela din A, dusă la D; paralela la dreapta 
Ax+ By + C= 0 având ca ecuaţie: 


Axt By+O+u=0, 
pentru a trece prin A, (£1, Y1), va trebui să avem: 
An + Bu t+Otu=u, u=— (An tBy +O 
şi deci ecuaţia paralelei din A, la Azg+By-+ O =o este: 
As + By +0 — (Ax, + By +0)=0, (1) 


A1 A2 fiind paralelă cu D, A2 este pe dreapta (1) şi deci 
coordonatele sale verifică această ecuație; deci: 
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Ar +By +Ê — (Az, + By, + 0) = 0, 
sau : 


Ax + By, FO = A+ By +O. 


Observând relaţia (a), rezultă : 


MA, 


ceea ce este adevărat, căci se ştie că dacă punctul M este 

la infinit pe dreapta A1 A2, raportul MA1 : M, A2 = 1. Re- 
lația (a) este deci generală. 

87. Separarea planului în regiuni de dreapta Az+Ry+C=0. 

Dreapta D Az+By+0=0 (Fig. 19) înparte planul 

în două regiuni, Fie: 

A, (£u Yı), Ag (£2, Yə) două 

puncte aşezate de aceiaşi 

parte a dreptei D, Se ştie 

(§. 36) că raportul, în care 

A, A dreapta D înparte pe A, 


Ay este egal cu: 


MA, Ar+By +O. 
MAg Azot By tC 


Fig. 19 
Dacă A, şi Ap sunt de aceiaşi parte a dreptei D, raportul 
MA, : MA, este pozitiv şi deci: 


Ax, + Byt C 
A £ + Rys + C 


ceea ce probează că: Ax, + By, + C, Aag + Bjo + C au 
aceleagi semne. 

In mod analog se.vede că dacă A, şi Ay sunt de o jacta 
şi de alta a dreptei D——Ax+ By +C=0, MA,: MA,<O 
şi deci: Aa, + By, + 0, Ax + By + C au semne 
contrare. 

Prin urmare, polinonul A at By +C dia oile pen- 
tru toate punctete situate de aceiaşi parte a dreptei 
Az+By+ 0=0, şi negativ pentru punctele aşezate 
de cealaltă parte a dreptei. 


> 0, 
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Aşă dar fiind dată o dreaptă A% + By + 0C=0, ea în- 
parte planul în două regiuni, astfel că înlocuind pe z şi y 
în Ax + By + O cu coordonatele unui punct oarecare din- 
tro regiune, rezultatul înlocuirii va aveă un semn, iar re- 
zultatul înlocuirii a lui æ şi y cu coordonatele oricărui punct 
din cealaltă regiune va aveă un semn contrar. 

Eaxmple. 10. Să se separe planul în regiuni și să se afle re- 
giunea unde avem : 
Az-+By+C> 0, 0=/=0. 


Pentru aceasta, con- 
struim dreapta Ax + 
B y + C= (Fig. 20). 
Pentru toate punctele 
unde se află origina, 
expresiunea A z -+ 
By + C va aveà a- 
celaş semn, care se 


Fig. 20. 

obţine înlocuind pe æ şi y cu (0,0), coordonatele originii. 
Semnul depinde de acela al lui O. Dacă O> 0, semnul 
expresii Ax + By + O, în regiunea unde este origina 
este pozitiv şi în cealaltă regiunea va avea semnul minus: 
Dacă C <0, în regiunea originii va avea semnul minus şi în 
cealaltă semnul plus. 

2) Să să se afle regiunea planului unde avem în acelaşi timp 


2 + y — 20, 8x y+1<0. 
Vom construi dreptele (Fig. 21): 
2æ+y—2=0, 8v y+1=0, 


Aceste drepte au des- 
părțit planul în patru re- 
giuni şi avem: 


Regiunea I Il HI 1V 


Dare 2 = 
8æ—y+l —+ + 


Deci numai pentru punctele regiunei II, avem: 
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2 x + y—2 > 0, 8 x—y+1i <0. 


3) Să se afle regiunea planului unde avem: 


(x + 2y) (32—2y+5)>0. 
Să construim dreptele (Fig. 22) : 
” x+2 y=0, 38x—2y+5 =Q. 


Să vedem ce semne 
are expresiunea: +? y 
în cele două regiuni în 
care a înpărțit planul 
X dreapta: +2 y=. Pen- 
tru aceasta vom înlocui 
pe æ şi y cu coordona- 
tele unui punct al axei 

Fig. 22. Ox, adică: x=1, y=0,; 
vom vedeà că: +2 y=1 œ 0. Deci, pentru toate punctele 
acestei regiuni, are semnul +, pentru punctele celeilalte 
regiuni are semnul —. 

Putem formă tabloul: 


Regiunea I IL III IV 
a+2y — F t — 

3 x—2 y+5 = — + + 
(x+2y) (3 x—2 y+5)| + — + — 


Prin urmare, în regiunile 1 si III expresiunea dată este 
) 3 
pozitivă. 
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Distanța dela un punct la o dreaptă. 


38. Altă formă a ecuaţii linii drepte. Ecuația normală 
a linii drepte. O dreaptă dată poate fi definită (Fig. 23) 
priu lungimea OD a perpendicularei din origină pe această 
dreaptă şi prin unghiul y 
O ce-l fac această per- 
pendiculară OD cu axa 
Ox. 

In adevăr, find cu- 
noscute distanța de la 
origină la dreaptă. lun- 
gimea OD=p, şi unghiul 
O, pentru a construi 
dreapta, vom dnce un 
cerc cu centru în origină şi cu raza p, vom duce raza OD 
ce face cu Ox unghiul © şi tangenta la cerc în punctul D 
este dreapta cerută. 

Acestea, fiind stabilite, să însemnăm cu d distanța CM, a 
punctului Me (Xo Yo) dat, pânăla dreapta considerată. Să 
proectăm conturul ODCM, pe dreapta OD şi vom avea: 


prOD+prDO+ prOCM =p +0 +d=p+d. 


Lăsând din Mg perpendiculara MP, pe Ox, proecţia con- 
turului OPJM, este egală cu a conturului ODOM, ($ 9.). 
Proectând conturul OP,M, pe OD, avem: 


H (x50) 


Fig. 28 


N 
pr. OP Mo = pr OP, + pr P,M, = OP, cos DO ^, +P, M, cos4M 
AS i 7 A 
prOP M, =x, cos O0+y, cos CM, Po =x, cos OHyo cos( a7 DO Po) 
pr OP,M, = a, cos O + yasin O. 
Insă : pr. ODOM, = pr OP,M,; deci: 
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£o cos O + yosin O =p +d. 
De unde: 


£ cos O + yo sin O — p = d = OM. 
Această relaţie ne dă distanța d dela Ma (o, yo) la dreapta 
definită prin cantitățile p şi ©. 
Dacă punctul Mọ este pe dreapta dată, distanța sa d până 
la dreaptă este nulă şi deci relaţia: 


£o cos O + y, sin 0—p=0, 
între coordonateie unui pūzet M} al linii MN, reprozintă 
ecuația acestei drepte. A 
Prin urmare, ecuația unei linii drepte, definită prin distanța 
p dela origină la dreaptă şi prin unghiul © ce face dl Ow 
aceasiă perpendiculară, este: 
i æ cos 0+y sin 0—p=—0. 
Aceesta se numeşte ecuația normală a linii drepte. 


39. Distanţa dela urm punct la o dreaptă. Am văzut că 
dacă o dreaptă este definită prin câtimile p şi ©, adică 
dacă ecuaţia ei este de forma: 

æ cos O+y sin 0—p=—0, 
distanța dela punctul My (£o, yo) la această dreaptă este: 
CM, =d= ao cos O+yo sin 0—p. 

Presupunând că am luat sensul pozitiv, sensul OD, (Fig. 

23), se vede, că în cazul figurei expresiunea : 

£o cos O+yo sin 0—p. 
este o cantitate pozitivă, căci şi CM, cu care este egală, 
a fost socotită în sensul pozitiv, In cazul figurei, se vede 
că punctul M, şi origina au fost de o parte şi de alta a 
dreptei AB. N N 

Din contră, 'dacă origina axelor şi punctul Mo sunt de 
aceiaşi parte a dreptei AB, expresiunea.: 


£o cos 0-+y sin 0—p= CM, 


va fi negativă, căci în acest caz CM, este de sens contrar 
cu cel pozitiv, al dreptei OD. Pentru a o aveă pozitivă, 
trebue deci să se ia semnul — înaintea ei. 
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Aşa dar, distanța pozitivă dela punctul My (a, Yo) la 
dreapta : 
æ cos © + y sin O—p=9 
va fi egală cu: 
+ (zo cos Oy, sin 0—p), 
luând semnul + când origina şi Mo sunt de o parte gi de 
alta a dreptei şi semnul —, când origina şi Mo sunt de ace- 
iaşi parte a dreptei. 
Să presupunem acum cii dreapta dată are ca ecuație: 
Aa-+By-+-C=—0. (a) 
Să determinăm unghiul © şi distanţa p, dela origină, la 
dreapta dată, cu ajutorul cantităților cunoscute A, B, C. 
Atunci ecuaţia dreptei s'ar putea pune supt forma : 


æ cos 0-+y sin ©—p=0, (b) 


iar distanţa dela punctul Mo (£o, Yo) până la această 
dreaptă ar fi dată de formula: 


Xo cos O+y sin 0—p.. (1) 
Egalităţile (a) şi (b) reprezintă aceiaşi dreaptă şi deci din 
ecuațiile (a) si (b) va trebui să obţinem aceleaşi valori pen: 
tru coordonatele punctelor, unde dreptele reprezentate de 
(a) şi (b) tae axele de coordonate. 
Considerând, în general, ecuaţiile: 


A æ +R y + C=0, 

A'a + By + C0C'=0, 
pentru ca ele să reprezinte aceiaşi dreaptă, e necesar şi 
suficient să obținem aceleaşi valori pentru abscisele şi or- 
donatele celor două puucte, unde dreptele reprezentate 
taie axele de cordonate. Făcând respectiv în ecuaţiile lor: 
æ=o şi apoi y=o, obţinem: 


C__ C C__ OC 
TBS Be A A! 
de unde: 
A B C 
ATB TO 


Deci, condiţiile ca ecuaţiile: 


A x+B y + 0—0, A's+B'y+0'=0 
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să reprezinte aceiaşi dreaptă, snnt ca ecuaţiile să aibă coe- 
ficienţii proporţionali. 
Scriind acestea pentru ecuaţiile (a) şi (b), deducem : 
cos 0 _ sn — p 
A B C0’ 

Aplicând teorema: se obține un raport egal cu două rapoarte 
egale făcând câtul dintre rāàdācina pătrată a sumei pătratelor 
numărătorilor şi rădăcina pătrată a sumei pătratelor numito- 
rilor celor două rapoarte date, avem : 


cos O _sin ©_ —p_ ẸVcos? O4 sin?O _ 1 
A B 0 +VyV&FB +V E 
Egalând fiecare raport cu ultimul, deducem : 
A B C 
cos 0 = i. i a e + 


V A2 7 Me 2 2 P f 2 2 
A?4}B A24 B V A+B 


Inlocuind : cos 0, sin © şi p în relaţia (1). distanța dela 
punctul Mo (o; Yo) la dreapta: 
Ax + B y + C=0, 
este : 
ga T (A%B y +0) 
VA 2 B2 

Vom luă înaintea acestei expresiuni semnul + sau —, 
astfel în cât distanța să fie reprezentată de un uumăr po- 
zitiv. 

Pantru a determină semnul ce trebue luat, se va cercetă 
în co regiune a planului este punctul Mo faţă de cele două 
regiuni în care dreapta: 

Ax+4By+0=0 
înparte planul. Expresiunea distanței trebuind să fie pozi- 
tivă, se va lemnul -++ dacă Mo este în regiunea planului 
unde Ax + By + C are semnul + gise va lua semnul —, 
dacă Mo este în regiunea unde A x + By + C are sem- 
nul —. 

40. Aplicaţii. I. Să se aile ecuația bisectoarelor a două 
drepte. Fie: “ 


Ax + By + © = o, A's + By + C—0, 
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ecuaţiile a două drepte, în ruport cu două axe perpendi- 
culare. Pentru a găsi ecuaţia unei bisectoare, a unghiului 
acestor drepte, va trebui să scrim că distanţele unui punct 
oarecare al bisectoarei, de coordonate (, y), la cele două 
drepte, sunt egale; deci : 


Az+By+0 EET A's + By + C 
4 A? + B? = V A? + B2 
Luând semnul +, vom obţine ecuaţia unei bisectoare, iar 
pentru semnul —, ecnaţia celorlalte bisectoare, una fiind 


bisectourea, interioară şi alta cea exterioară. 
Pentru a determină care din bisectoare se obţine luând 


semnul + sau --, se va substitui în expresiunile: 
p— AZI By+OC __ Aa+By+O 
vV A FB V Anp B | 
E Az+By+0 , A's + B'y + © 
F : 
\ ALB V A2 4 B2 


care sunt primele membre ale ecuațiilor bisectoarelor, co- 
ordonatele unui punct M al dreptei: Aæ + B y + C*=o 
şi a alui punct M' al dreptei: A's + B'y + C= o. Dacă 
rezultatele înlocuirii în E vor fi de acelaş semn. urmează 
atunci că punctele M şi M’ sunt de aceiaşi parte a dreptei: 


Az+By+ O _ Az+By+C o 
| 42 FB: WTA pia 


iar aceasta este bisectoarea exterioară Calculând rezultatele 
înlocuirilor în E" ale coordonatelor punctelor M şi M’, se 
vor obţine rezultate de semna contrarii; deci M şi M’ sunt 
de o parte şi de altaaa dreptei: 
As e VI A's +- By + © 0 
——————————————— z — , 
V A? p Be? V A? B”? 


iar aceasta este bisectoarea interioară. 


Exemplu. Ecuația bisectoarelor unghiului ascuţit al drep- 
telor : 


3 æ — 4y+4=0, æ — 2 = 0, 


www.digibuc.ro 


44 


va fi: 


3 xzx—ty-t 4t ai 0 ea 
vV 9+F 16 1 


3 x — 4 y + 4 = t o(a?) 
Pentru a vedeă care din dreptele : 
3 æ—4 y + 4—5 (x—2) =0, 3æ— 4y + 4-45 (a—2) =0 


este bisectoarea interioară şi care este cea exterioară, vom 
substitui în expresia: 


38 æ — 4 y + 4 -— õ(x — 2) 

perând coordonatele unui punct M al dreptei 3 æ—4 y+4=0 
şi a unui punct M al dreptei: æ—2 = o, astfele ca punc- 
tele M şi M' să fio pe porțiunile acestor drepte care for- 
mează unghiul lor ascuțit. In cazul nostru (şi de obicei aşă 
se procedează în practică), punctele M şi M’ le alegem toc- 
mai punctele unde laturile: 8 æ—4 y + 4 = o, æ—2=0, 
ale unghiului, taie axa Oz. Vom avea: 


4 ; 
F M ( e sro), W (2, 0). 
Inlocuind în: 


E 8æ—4y+4 — bö (æ -— 2?) 


sau : 


întâi : a = — $ y =0, avem: 
ES 0; 


îulocuiud acum pe æ cu 2, obținem iarăşi: 
E >Q; 
Rezultatele fiind de acelaş semn, dreapta : 
8æ—4ay+ 4—52) =0 
este bisectoarea exterioară, iar : l 
3x —4yt+t 4+5 2) [=0 
bisectoarea interioară, 


II. Suprafața unui triunghi în funcţiune de coordona- 
tele vârfurilor. Fie : A (xp ya), B (£a Y} O (a Yə) vårfu- 
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rile triunghiului dat. Insemnând cu d înălţimea vârfului A 
(distanţa lui A la BO), avem: 


Supr ABC = ; BC. d. 


Insă : 
BO = (ma Hymy i BO = Va E. 


Ca să aflăm pe d, trebuo să cunoaştem ecuația dreptei BC; 
această dreaptă trecând prin două puncte, ecuaţia ei va fi: 


æ (Ya — Ya) — Y (La— La) H La Yas — Lz Ya = Q. 


Deci, distanța punctului A (x. yı) la această dreaptă 
va fl: 


d= Bı (Ya— Ya) — Yı (La — La) F La Ya—da Ya 
+y (Ba — 8 3) ? F Y2— ya) 


Inlocuind în formula suprafeţei, avem : 


1 | 
Supraf. ABO =+ 5 [iu — y (Ea — wa) Hata ya yo] 


Această egalitate se mai poate scrie şi supt formă de 
determinant : 


Tı yı 1 
Supr ABC = + 7 Xo Yə 1 Æ 
Lg Ya 1 


Semnul trebue ales astfel ca suprafața să fie pozitivă. 

Observare. Când punctele A (®n Yı) B (Lo, Ya), C (Lz Y3) 
sunt colineare, suprafața triunghiului ABC este nulă şi 
deci condiţia ca punctele (æ,, Y.) (Ca, Y2) (Ls, Y.) să fie co- 
lineare este: 


æ y, 1 
Wa da 1 = 0. 
Wa Ya 1 
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Exerciţii. 
1. Să se afle ecuaţiile laturilor triunghiului ale cărui vârfuri sunt: 
(2, 8), (4,—5), (—8,—6). 
R. x—7 y=36, yx — 5y = 83, 4æ + y = 141. 
2. Să se afle ecuația dreptei ce trece prin punctele: 
( P b) (gi a mbp n w) 
> P mpn °? mọn 
b'—b ab' — ba' 


—b 
Ry— , x + Ă =0, y—b = cd (x—a). 
a'—a a — a a'—a 


3. Să se afle distanţa dela origină la dreapta : 
a (2—a) + b (y—b) =0. 
R.-\ a + b? 


4. Să se afle ecuaţiile laturilor şi medianelor triunghiului : 
(5, 0), (, 2), (—3,—2). ý 


R. 2 +2 y =5, x—4 y=5, x—y + 1=0, (laturi). 
y = 0, z = 1, x—2 y =1 (mediane) 


5. Să se arate că dreptele: 


2 æ + 3y =13, dz — y=], x —4y4+10=0 
se taie în punctul (2, 8). 


R. Se arată că dreptele sunt concurente şi se rezolvă primele 
două ecuaţii. 


6. bă se afle diagonalele patrulaterului ale cărui laturi sunt: 
4 x—y—83=0, 2% + 3y—5=0, 5æ +2 y +4=0, 2æx+2y+1=0. 
R. Se construesc aceste drepte şi se caută punctele lor de in- 


: 1 1 A A 
tersecție. Găsim : (1, 1), (—2, 5( — 1, 2 ), ( 2 —) Se aplică apoi 
formula ecuaţiei dreptei ce trece prin două puncte. 


T. Să se afle înălțimile triunghiului ale cărui vârfuri sunt : 
(2, 1), (8.—2), (—4,—1). 


R. Se va aplică ecuaţia unei drepte ce trece printr'un punct şi 
perpendiculară pe alta ce trece prin două puncte. 
Se găseşte: 1z—y = 18, 38 x+y=7, 8 y—æ = 1. 


8. Să se scrie ecuaţiile înălțimilor triunghiulni al cărui laturi sunt; 
x—2 y=2, 2 x + y =2, x—y + 1=0. 
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abil P al dreptei D cu punctul A şi se cere locul geometric al punc- 
tului M. c: re împarte dreapta AP în raportul: PM: MA = K. 

R. 3e ia D ca Oz şi perpendiculara din A pe D ca Oy. P (d, 9). 
A (o, a). Locul este o dreaptă paralelă cu D. 


T. Dintrun punct R variabil pe o dreaptă fixă D se lasă perpendi- 
cularele RP şi RQ pe laturile OA şi OB ale unui unghi dat. Să se 
afle locul geometric al punctului M, aşezat pe PQ, astfel ca: 


MP: MQ =Z. 


R. Se ia OA ca Oz şi perpendiculara pe ea în O ca Oy. 
Şe scrie ecuațiile dreptelor D şi OB, 


(D) — Ax + By +C = o. (OB) y— mæ =0. 


R (4, u}; deci: AA + Bu + C=o. Se calculează coordonatele 


punctelor P şi Q şi pe urmă ale lui M. Se elimină 2, u între: 
A4 + B u+ © =o şi ecuaţiile care dau coordonatele punctului M : 


ttri ti 
=-—— ttm „n _Km(mu +4) 
LE O AFFE 


Losul este linia dreaptă : 


|I+m+K Km æ (1+ K) (A+ m?)| 
Km K m2 ya+BDA+m)] 0. 


i A B — © | 
| 

8. Fie P şi Q punctele de intersecţie ale unei drepte variabile cu 
laturile OA şi OB ale unui unghi dat AOB. In punctele P şi Q se 
ridică perpendiculare pe OA şi OB care se taie în M. Să se afle locul 
geometric al punctului M, când secanta variind, avem: OP+ OQ =£. 
(constantă). 

R. Se ia OA ca Oz, perpendiculara în O ca Oy. P (4 o). Fie & un- 
ghiul pe care OB îl face cu Oz şi OQ = H, Q (l cos œ 4t sin Q); 
u + 4 = K. Se elimină 4 şi (i între ecuațiile perpendicularelor şi 
d + lt = K. Se găseşte dreapta : 


y — (K — x) sin & + cotg & [a — cos (K —x) ] = o. 


9. Se dau două puncte fixe C şi D aşezate pe o paralelă la dreapta 
AB, definită prin punctele A şi B. Se uneşte un punct P variabil cu 
C şi D şi fie M şi N intersecțiile dreptei AB cu PC gi PD. Să se afle 
locul punctului P ştiind că avem: AM: NB = K. 

R. Se ia ca Ox dreapta A B, ca Oy perpendiculara în A. B (bo), 
C (e, a), D (d, a); P (£o, Yo), căci voind a se afla locul său geometrie 


d 
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se va căuta relaţia între coordonatele sale; de aceea s'a notat coor. 
donatele sale cu (£o, yo) iar nu cu parametri variabili, de oarece nu 
vom face eliminare de parametri variabili. Se scrie ecuaţiile dreptelor 
PC şi PD, se află coordonatele punctelor M şi N. Se înlocueşte în 
relaţia: AM: NB==K şi locul geometric este dreapta: 


ao (1 + K) + y (c + Kb — Kd) — Kab = 0. 
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Sisteme de drepte. 


46. Fascicole de drepte ce trec prin origină. Fie D}, D, 
două drepte ce trec prin origina axelor de coordonate; e- 
cuaţiile lor fiind: 


y — a x = 0, y — a x = 0, 


Qi, de însemnând coeficienții lor unghiulari, ecuaţia ambe- 
lor drepte va fi: 


(y — a, x) (yY — a x) = 0, 
y? — (a + a) £ yY + a ag x? = O. 


Adică, ecuația a două drepte ce trec prin origină este de 
forma : 


Az? + Bay + Cy?=0, 
o ecuație omogenă şi de gradul al doilea în raport cu æ 
şi y. l 

In general, ecuația a m drepte ce trec prin origină 


este omogenă şi de gradul m în raport cu æ şi y. 
Reciproc, fie : 


Aa + Bay + Cay? + Dy = 0, (D 


o ecuație omogenă şi de gradul al treilea în raport cu æ 
şi y. Vom arăta că această ecuație reprezintă treijrepte ce 
trec prin origina axelor de coordonate. 

In adevăr, divizând ecuaţia (I) cu a, avem: 


Did) + o(2F + B()ra=o. 


Insemnând cu: m = Y 


£ ) 
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ecuaţia precedentă devine: 
Dm3 + Om? + Bm + A =Q. (II) 


Fie: m, ma, Mg rădăcinile acestei ecuații de gradul III-a 
în raport cu m. Ecuația (II) care reprezintă aceiaşi curbă 
ca ecuaţia (f), se poate deci pune supt forma : 


D (m — mo) (m — ms) (m — ma) = O. 


Inlocuind pe m cu (y: æ), obţinem: 


(a-m) (0 -m) (3 alia 
u: (y — m, æ) (y — Mm æ) (y — mp) = Q. ID 


Prin urmare, ecuația (I) se poate pune supt forma (III) 
şi se descompune în: 


y — m æ= 0, y — mad = 0. y —- m æ = 0, 


adică reprezintă trei drepte ce trec prin origină, iar coefi- 
cienții lor unghiulari sunt rădăcinile ecuaţii: 


Dm3+ 0m+ Bm+A=0. 
Exemplu. Să se construiască dreptele reprezentate de ecu- 
afia : 
2 y2 — 3 æy + x = 0. 
Ecuația coeficienţilor unghiulari fiind : 
2 m — 3 m -+ i= 
avem, rezolvând-o,: 


my = 


iar ecuaţiile acestor drepte sunt: 


1 
y — 2 æ = 0, y = g. 


47. Unghiul a două drepte: A æ’ + Bay + 0y?2. Se ştie 
că V fiind unghiul acestor drepte, avem: 


mMm, — Mm 


ie pe 1 +m m 
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Insă, m, şi mo sunt rădăcinile ecuaţii: 
Cm? + Bm + A =0 
şi deci: 


d VB:—4AC 


Mı — Ma = G mum = 


A 
c: 


Inlocuind avem: 


+ VB —44AC 
— C VE— 440 
tg V = = + 
1+ A+ ce 


Semnele -+ şi — corespund celor două unghiuri ale drep- 
telor date. 


48. Aplicaţii. I. Să se aile condiția ca dreptele: As? +- 
Bay + Cy? = O să fie perpendiculare. Ştim că în acest 
caz avem: 


1 + mı Ma == 0, 
deci: 
A-+-O0=0. 
Il. Să se afle ecuaţia bisectoarelor dreptelor: 
A+ Bay + Cp. 


Fie V, şi V, unghiurile acestor drepte cu axa Oz, aşa 


că: 
m = tg Vy, m = tg V, 
m, Şi m fiind daţi de ecuaţia: 
Gm 4+- Bm + A =—0. 
Insemnând cu 6 unghiul bisectoarei interioare, de ex, cu 
Oz, şi cu u = tg 0, avem: 


y- F2 ş 
0 = Si „20 nth 
Deci : 


tg V + tge V 
tg 2 0 = tg (P, + n) = Lt E h 


1 — ig Vi tg Və 
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Sau, dezvoltând, : 


B 
280 _ _ mtm _ O L dB 
l—tg20 01 —mm A A— C 

s a 

C 

Inlocuind pe tg® cu u, avem: 
2y Ż B 
pa AZ 


de unde obţinem ecuaţia: 
B w+ 2 u (A —C0)—B=0, 


care dă cele două valori w, u” ale coeficienţilor unghiulari 
ai celor două bisectoare. 
Ecuația fascicolului de bisectoare va fi deci : 


B (4+2 (A — 0) 4 —B=0, 
sau: 
B + 2 (A — ©) sy —Bat=0, 
Exemplu. Ecuația bisectoarelor dreptelor : 
æ? — 5 æy + 2 y?= 0, 
este : 5 P — £) H2 gy=0. 


49. Condiția ca patru drepte ce trec prin origină să 
formeze un fascicol armonic. Fie: m,, Me, Mg, M, coefi- 
cienții unghiulari a patru drepte: 


y — mi æ = 0, (i= 1, 2, 8, 4) 


ce trec prin origină şi formează un fascicol armonic. 

O paralelă, y = h, cu axa Oa, va întâlni razele acestui 
fascicol în punctele: M,, Ma, Mẹ, M,, care formează o di- 
viziune armonică, adică : 


M, M, M, M.. a) 
MŅMľ” LG’ 


; 
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Însă, din ecuaţiile dreptelor, abscisele punctelor M,, M,, 
M, M, sunt: 


h h h h 
m? m’ m’ m’ 
deci : 

M, M, = ÎN, iesti ete. 

nu ma 

De unde, relaţia (a) devine: 

h h h č h 

m Mg m Mm 
ho h T h a =Y 
Mg Ma Myg 


Şi dezvoltând, simplificând cu h, cu ma şi mu, avem : 
2 (m, Mm + Mm, m) = (m, + ma) (Ma + ma), (b) 


care este relația dintre coeficiențiii unghiulari ai dreptelor 
ce formează un fascicol armonic. (O M, si O M, conjugate 
armonic cu O M, O M3). 

Când cele patru drepte sunt reprezentate de ecuațiile: 


Aæ? +2B æy + Cy? =0, A's?+2B'æy + 0y? =0, 


şi voim să găsim condiţia ca cele două dintâi drepte să 
fie conjugate cu cele două din urmă, vom înlocui în (b) pe 
m , Mag din ecuaţia: 


Cm24+2Bmy+A=0. 


şi pe me, m, din ecuaţia: 
Cm + 2B'm + A'=0. 
Vom obţine condiţia cerută, adică: 


A AN 2B2P 
2 ` 
cto) c: o 


sau : 
AC' + CA'—2BB. 
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Exerciţii. 
1. Fiind dat fascicolul : 


Ax + Ba yt xy + D=O, 
să se afle condiția ca axa Oz şi una din aceste drepte să fie bisec- 
toarele unghiurilor formate de celelalte două. 


R. Oæ şi OD; fiind bisectoare, urmează că D =0, mı + m=0, 
B= 0. Dreptele sunt: 


Ax — C gy =0. 
2. Să se afle condiţia ca axa Oa şi una din dreptele fascicolului : 
Az+Bay4+ Cey? y + Dy =O, 
Să fe conjugate armonic în raport cu celelalte două. 


R. 2 (m m, + Ma m) = (m + m) (m + m) m =0. 


(m + m) . Mm = 2 m m, 
m +m =— p, 
B 
(m + m:) m -+ m m =p: 
Mı M: My = — A 
: D: | 
B 2 B2 
mm pe md mima 
2 pe 3A _0 
saD t B TD 


8. Find dat fascicolul de drepte : 
A+ Bay 0y? + Day + Eyt=C, 
să se afle condiția : 


a) ca două din razele fascicolului să fie perpendiculare; 
b) ca fascicolul să fie format din două perechi de drepte perpen- 
diculare. 
R. a) My M = —1, 
D 


m + m, + m, + m, = — E’ 


` 


(mi + m) (mg + m) + m m +m m= E A 


` B 
Mı ma (ma + ma) + mg m; (Mm + m) = — 17 
MI Ma My M, = A 
E 
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2z(a—a)+2By—p+e=0, 
2æ(a— a) +2 By —y+e=0, 
vom scrie că prima ecuaţie e verificată pentru æ = a, y =Q, 
iar a doua, pentru x = a, y = 0. Obţinem deci 
2 a (au — a) — y + ce = 0, 
2 a (a — a) — y + ce = 0. 
Va trebui să eliminăm pe y între aceste două ecuaţii, 
care conțin coordonatele a ale unui punct al locului geo- 


metric, 
Scăzând, avem 


a — (a + a’) = 0. 
relație care probează că locul geometric al centrului (a, f) 
cercului variabil, este dreapta : 

æ — (a +a) = 0, 


VIII. Fie O unul din punctele comune a două cercuri se- 
cante C şi C. O dreaptă variabilă dusă prin O le taie în 
P şi P'. Să se afle locul geometric al mijlocului segmentului 
PP’, când secanta PP’ se învârteşte în jurul lui O. 

Luând axul lor radical ca axă Oy şi perpendiculara în 
O ca axă Os, ecuaţiile cercurilor sunt: 


C = x? + y2? — 2 ax -- 2 by = O, 
C = £ + y — 2 a's — 2084 = 0. 


Ecuația unei secante ce trece prin origină este 
y = la. 


Coordonatele punctelor P şi P' se obțin rezolvând pe 
rând ecuația unui cerc şi a secantei. Se obţine: 


P (2 + au i 24 + i P (O pe) 
1 + 12 1 + 42 1 +42 1+1? 
Coordonatele mijlocului M ale segmentului PP’ sunt: 


pntro p ata +2, 
Lpa a a Lpi 


(1) 
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Locul lui M se obţine eliminând pe Z între aceste ecuaţii. 
Inpărţindu-le, avem : 


= în, 1 = 2. 
y , 2 
Inlocuind pe 4 înţruna din ecuaţiile (1), găsim, după ce 
am simplificat cu y (adică am înlăturat porţiunea din locul 
geometric format de axa 0), 


a2 + y? — (a + a) æ — 2 by = 0; 


dei locul geometric este un cerc ce trece prin origină şi 
are acelaş àx radical cu cercurile date. 

IX. Fie CD polara unui punct fix P în raport cu un cere 
O variabil ce trece prin două puncte fixe A şi B. Insemnând 
cu E centrul acestui cerc, să se afle locul geometric al punctu- 
lui de intersecţie a polarei CD cu dreapta EP. 

Luând ca Ox dreapta AB şi perpendiculara pe mijlocul 
ei ca axă Oy, să notăm: A (4,0), B (—a, 0), E (0,4), 4 va- 
riabil. Ecuația cercului cu centrul în E şi trecând prin A 
şi B este: 

x? p (y — H)? =a p 2, 
sau : 


a2 + y2? — 2 4 y — a = Q. (D 


Punctul P fiind dat, coordonatele sale sunt (p, q). 
Polara acestui punct faţă de cercul (I) este: 


Pie pu Aga (1) 
Ecuația dreptei EP find: 


— 4 
Da £, (ITI) 


locul geometric se obține eliminând pe 4 între (Il) şi (ID. 
Aceasta se face scoțând din (Il) pe 4 şi înlocuind în (II). 
Avem pentru ecuaţia locului geometric: 


p Fp yY —(q+p+a)ațap=0, 


care probează că acest loc este un cerc cu centrul în punctul: 


y— i= 


(2 Em E 0) 
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şi cu raza egală cu: 
(p* + g + a’ 


X. Să se afle ecuația cercului circumscris triunghiului ale 
cărui laturi sunt reprezentate de ecuaţiile 


y=83;, æat+ty+1i=0_ _ &@—y—1li=0. 
In general, fie ' 


D, = 0, D, = 0, D; = 0 


R? — æ p. 


ecuațiile a trei drepte. Ecuația 

D, D, + 4 D; D; + u D; D, = 0 
reprezintă o curbă ce trece prin punctele comune drepte- 
lor D, şi Da, Da şi Da, Da şi D, adică prin vârfurile tri- 
unghiului format de aceste trei drepte. 


In cazul nostru o curbă circumserisă triunghiului formal 
de dreptele 


este 
(y—B) (tg Dot 4 (ty) (e—gy—) + u(o—y—l (y—3)= 0, 
4 şi u fiind doi parametri variabili. Dezvoltând, avem: 
42 + A +u) gy — (i — 4 — u) y — 3 a (1 +a) 
+2 (— 1 —4+uy— 3 —4t+3 u=. 
Pentru ca această curbă să fie un cerc, trebue să avem 
4 = 1 — 4 — u, 1 + u = 0; 
de unde 
t = — L 2 = 1. 


Ecuația cercului este : 
x2+y2—6y—T =0. 


XI. T fiind punctul de contact al unei tangente variabile la 
un cerc O, să însemnăm cu C punctul unde această tangentă 
taie un diametru fix AB al cercului O. Să se afle locul geo- 
metric al piciorului perpendicularei lăsate din O pe bisectoarea 
unghiului ascuţit OCT, când punctul T variază pe cercul O. 
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Luând diametrul AB ca Oz şi perpendiculara în O ca 
Oy, ecuaţia cercului O este: 
x?+y?—=a?, OA=a, A(a, 0), B(—a, 0). 


Insemnând cu © unghiul AOT, coordonatele unui punct 
variabil al acestui cerc, se pot exprimă in funcțiune de un 
parametru vuriabil, anume 


T(x—a cos ©, y = a sin O) 
Ecuația tangentei în T la cerc fiind 
æ cos O 4+ y sin © — a=—0, 


coordonatele punctului C sunt 


a 
g (33 % 0). 
Ecuația bisectoarei unghiului OCT este 


x cos 0+y sin 0—aty=0. 


Pentru a vedeă semnul ce trebue luat, vom înlocui coor- 
donatele origini şi ale punctului T; rezultatele înlocuirii 
sunt: 

— a, tasin 0. 


Presupunând T deasupra axei Ox (O < x), va trebui să 
luăm semnul +, iar ecuaţia bisectoarei este: 


x cos O + y (sin 0+1) — a=0. (1) 


Ecuația perpendicularei din origină pe această dreaptă 
este : 

1+ sin © 
— ——— 


4 cos © 


=0 (2) 


Locul geometric al punctului de intersecție al dreptelor 
(1) şi (2) se obține eliminând pe © între aceste ecuații, ți- 
nând seamă şi de: 


sin20 + cos2 © = 1. (3) 


Rezolvând ecuaţiile (1) şi (2) în raport cu cos O gi sin 6, 
avem 
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_ a ; ay 

cos © Peas sin © = 24y? 1. 
Inlocuind în (3), obţinem: 

a2? g2 a? y2 2 ay i 


y . 
pp pat pe O 
De unde: 
a2 (x 2+ y?) 2 ay 
(x2 + y»? x2 + y2 


Inlăturând curba: 
x+y? = 0, 
ecuația locului geometric este: 
a — 2 y= 0, 


care reprezintă o linie dreaptă paralelă cu Oz. Se constată 
că numai o porțiune din dreaptă care este interioară cer- 
cului corespunde locului geometric. 

XII. Să se afle locul geometric al centrelor cercurilor trecând 
prin punctul dat A şi tăind ortogonal cercul dat O. 

Luăm ca Ox dreapta OA şi ca Qy perpendiculara în O. 
Coordonatele lui A sunt (a, 0), iar ecuația cercului O este 


x2 + y? = R2. 
Fie: 
(œ — a)? + (y — p2 =k 
ecuaţia unui cerc C, care trecând prin A (a, 0), urmează: 
(a — 02 + f2= 42. 
Ecuația acestui cerc este deci : 
(æ — a)? + (y — p)? = (a — a) +p? 
sau : 
C = x2 + y2 — 2ax — py — a2? + 2aa = 0. 
Condiţia ca cercurile O şi C să fie ortogonale este: 


oc? = R2 + 42, 
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adică, C(a, £) fiind centrul, să avem: 
a? + p2? = R? + (a — a)? + p, 
Dezvoltând, obținem : 
R? + a2— dac = O0, 


Aceasta fiind o relație între coordonatele centrului O (a, £) 
variabil, este ecuația locului descris de punctul ©. Deci, 
acest loc este o linie dreaptă : ' 

R: + a? — 2ax = 0, 


a cărei ecuație se obține înlocuind în ecuația găsită pe 
a cu z. 
XIII. Fie 
y—2z—a=0, y— 4x + a=0 

ecuațiile a două drepte; să se scrie ecuaţia dreptei A ce trece 
prin origina axelor şi intersectia lor. |) Să se scrie ecuaţia 
cercului circumscris triunghiului format de Ox, A, şi y — 2 a — 
a =Q. 2). Presupunând e variabil, să se afle locul geometric 
descris de centrul cercului precedent. 


Ecuația dreptei ce trece prin intersecția dreptelor date, 


este : 
r y — 2 æ — a + K (y —taæ+a=0. 


Trecând prin origină, (0, 0), urmează : 
k= 1; 
deci, ecuația dreptei A este : 
A y — 3 æ =Q. 


1) Ecuația unei curbe ce trece prin vârfurile triunghiului 
format de dreptele 


y — 3 æ = 0, y = 0, y—2a—a—=0, 
este : l f 
aly—3 a)y Huy (y —2a—a) + (y — 8a) (y — 2s — a) =0. 
Dezvoltând, găsim : 


6 a’— wy (5+3 4+2 pH (14+ u)+3 a e—a (1u) y=0. 
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Pentru ca această curbă să fie cerc, trebue să avem 


6 =1 +4 py, B+ 34+2u=0, 
de unde: 
i = — 15, u + 20, 


iar ecuația cercului circumscris triunghiului coăsiderat, este :- 


Ga + 632 4+3ax—2lay=0, 
sau i 


2 2 Ai pya a = 0 
ct mit adie pir vu YI $ 


2) Coordonatele centrului acestui cerc fiind : 


a Ta 
2=— p IS pS (1) 


locul geometric descris de acest punct, se obţine eliminând 
parametrul variabil a între ecuaţiile (1). Se obţine; 


Ta+y=0, 
care probează că locul geometric este o linie dreaptă ce 
trece prin origină. i 
Observare. Ecuația cercului se putea găsi şi astfel: Se 


calculează coordonatele (0, 0), (— a 0), (a, 3 a) ale vâr- 


furilor triunghiului format de dreptele considerate, ceea ce 
se obține rezolvând două câte două ecuațiile acestor drepte. 
Ecuatia unui cerc oarecare fiind 


x? + yY —2ax—28y+y=0, 
se scrie că această ecuație este verificată când se înlocueşte 
(x, y) cu (0, 0), (— ca 0), (a, 3a) şi se găsesc valorile lui 


a şi $. j 
XIV. Se dau trei puncte colineare A, B, C. Să se afle locul 
geometric al punctelor: de contact al cercurilor ce trec prin 
punctele A şi B cu tangentele duse din C la aceste cercuri. 
Luând ca axă Ox linia ABC şi ca Oy perpendiculara în 
mijlocul lui AB, să însemnăm cu (0, £) coordonatele cen-. 
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trului unui cerc variabil ce trece prin A (a, o), B (— a, 0) 
şi fie C (c, o). Ecuația cercului este: 


æ + (y — = L + az 
æ? + y? — 2 4 y — æ = 0. (1) 


sau 


Punctele de contact ale unei tangente duse dintr'un 
punct la un cerc sunt la intersecţia cercului cu polara acelui 
punct în raport cu cercul. Va trebui să scriem ecuaţia po- 
larei punctului C (c, o), care este: 


cæ — 4 (y + 0) — a = O, 
sau cæ — 4y—a&@ =Q (2) 
şi să eliminăm parametrul 4 între ecuaţiile (1) şi (2). Inlo- 
cuind în (1) valoarea lui 4 dedusă din (2), obţinem un cere 


x + Y2 -— 2 cæ + a= 0, 


cu centrul în punctul C. 

XV. O dreaptă AB de lungime constantă d, se reazemă pe 
laturile OP şi OQ ale unghiului dat POQ, A fiind pe OP şi B 
pe OQ. Se cere locul geometric al punctului M de intersecție 
ale perpendicularelor ridicate în A pe OP şi în B pe OQ, când 
dreapta variază în poziţie. 

Să luăm ca Oa bisectoarea interioară a unghiului POQ 
şi ca Oy bisectoarea exterioară. Dreptele OP şi OQ fiind 
simetrice în raport cu Oa, ecuaţiile lor sunt : 


(OP) y — ax =0, (0Q) y + ax = 0. 


Fie: A (4, a4), B (u, — au) coordonatele punctelor date; 
4 şi u sunt doi parametri variabili, între cari există relația 


AB? = Ë, @ = (4 — +a (4+ pl, () 
Ecuațiile perpendicularelor în A şi B pe OP şi OQ sunt: 


1 
y —ak=— a @— 4), (2) 


1 
y + a = z (8 — u) (8) 
Locul geometric se obține eliminând pe 4 şi u între (1), 
(2), (3). Rezolvând (2) şi (3) în raport cu 4 şi u şi înlocuind 
în (1), ecuația locului este : 
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œ (| + æ} 
ie E T * 


care reprezintă un cerc cu centrul în origină. 

XVI. Să se afle locul geometric al centrelor cercurilor care 
taie ortogonal două cercuri date. 

Luăm linia centrelor cercurilor date C şi C' ca axă Og, 
iar axul lor radical ca Oy; ecuaţiile cercurilor sunt: 


C = æ + y? — 2 ax + e = 0, 
C = x + y — a2 agp e=. 
Fie: 
(e — a) + (y — PF = @ 


ecuația unui cerc oarecare. Ca să taie ortogonal cercurile 
date, trebue să avem: 


(a — 02 + B = a2 — ce + 0% (D 
Ww — 02 + ea eHe (D 


Ecuațiile care ne dau coordonatele centrului sunt: 

æ = 0o, y = P. (ID 

Pentru a găsi locul geometric, va trebui să eliminăm pe 
a, B între ecuaţiile (I), (ID, (III). Scădem ecuaţiile (I) şi 
II şi obținem, înlocuind acolo pe a cu æ, 

4-a 2x ao t) v 6 a'zo 
sau : 
LD = 0; 
deci locul geometric este axa Oy, axul radical al cercuri- 
lor date. 

XVII. Se dă un punct A variabil pe Ox şi un punct B va- 
riabil pe Oy, astfel că: OA + OB = K. 1) Să se afle locul 
geometric al mijlocului dreptei AB; 2) Să se arate că cercul 
circumscris triunghiului AOB trece încă printrun punct fix 


(cercurile AOB au acelaş aœ radical). 
Să notăm: 


A (4,0), B (0), A +u= K. 


1) Coordonatele mijlocului lui AB sunt: 
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pi 


1 
s= h y= yh 


deci locul geometric al acestui punct se obține eliminând 
parametri 4 gi u între aceste ecuații şi A + u = £. 
Se obţine linia dreaptă: 
1 
z+ ya 
2) Cercul AOB are centrul său la mijlocul lui AB, 


1 1 -L 
(> 4 u) gi deci ecuația sa este: 


(2 — 2) + (e — zu) =7 ë+ z lP, 


e Fi ~ 


sau 
e m P — ig — uy = 0. 
De oarece S 
À + Wt = K, 
urmează că :: 
u = K — A 


pe care înlocuind-o în ecuaţia cercului, avem : 
a + y} — Ky — h (æ — y) = 0. 


Din această relaţie se vede că aceste cercuri trec prin 
punctele comune curbelor: 


æ + y — Ky =0, -2—y=—0, 


adică punctele fixe: 


1 1 
(0, 0), (x, x) 
Se zice atunci că cercurile au acelaş ax radical, dreapta 
ce uneşte aceste puncte. 
Se vede că linia centrelor 
æ + y= F K, 
a acestor cercuri este perpendicnlară pe axul radical al 
cercurilor. . 
XVIII. Se dă un punct fix A în planul a două aze per- 
pendiculare Ox şi Oy. O secantă variabilă ce trece prin A taie 
` pe Ox în N. Se ia pe Oy punctul P astfel ca OP = ON. Din 
P se lasă o perpendiculară pe AN care taie pe AN în M. Să 
> 1 
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se afle locul geometric al puli chitiiă M, când secanta se învâre 
teşte în jurul lui A. 
Insemnând cu (a, b) coordonatele punctului A, ecuaţia 


secantei AN este: 
y=—b=i(z—a). (I) 


Coordonatele punctului N sunt: 
0) 
iar acele ale lui P sunt: 


P (o, r. 


Ecuația perpendicularei din P pe AN este: 
x +A (y — a +b=0. (II) 


Va trebui să eliminăm pe å între ecuaţiile 1) şi (II). E- 

cuația locului geometric este : 
a 4y + Oaa atdy=0 

care reprezintă un cerc ce trece prin origină. 
XIX. Să se afle locul geometric al punctelor M de unde se 
pot duce la un cerc tangente care fuc între ele un unghi dat. 

M (£o Yo) fiind un punct al locului geometric, să găsim 
ecuația care dă coeficienții unghiulari ai tangentelor duse 
din M la cercul: 


a2 + y2 = R2 
O tangentă la acest cerc de direcție m, având ca ecuație, 
y=ma t} RV1 + m 


să scrim că această dreaptă trece prin punctul M (£o Yo), 
ceeace revine a scrie că este chiar una din tangentele duse 
din M la cerc. Avem: 


Yo = ma RVI Fm. 
Ridicând la pătrat, obţinem: 


(Yo — maro) = R? (1 + m2). 
De unde: 


m? (a — R?) — 2 m æ y + y — R= O. 


„ Aceasta este ecuația ce dă coeficienții unghiulari ai tan- 
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gentelor duse din M (9, Yə) la cerc. Insemnând cu m' şi 
m” coeficienţii acestor tangente şi cu v unghiul tangente- 
lor, va trebui să avem : 

m ai. m" 


v = Const, tg v = K, K = IF m 


Insă : 


2 R V £o? + Y — R2 Li n” Y? — R? 


, n" — 
m — m" = m R? , m m = pa Ra: 


Relaţia de mai sus devine: 


K = 2 R vær + yè — Re 
E a F yè — 2 Ri" 


care se descompune în: 


” K K 1. 
ai + pp PNI E SE Ea +1) 


Aceasta probează că locul punctelor M se compune din 
două cercuri concentrice. 


Exerciţii 


1. Să se construiască cercurile: 
æ + y2. — 6s — 8y — 24—0, z? + y? — 2x =0, 
x2 + y — 6x — 16 = 0, 22 + 2y? — x = Q, 

4x? + 4y? — 4s + 16y + 19 = 0, 


2y 
y  8—x 


2. Sá se afle ecuația cercului ce trece prin origină gi deter- 
mină pe axele Oz şi Oy, lungimile OA = 2a, OB = 2b. 


R. (œ — a)? + (y — b)? = a + b. 


3. Să se afle ecuația cercului cu raza egală cu 13 şi care 
este tangent dreptei 


Ba + 1y — 14 = 0 
în punctul de abscisă 8. 
R. (œ — a + (y — p£ = 13.. 


Se calculează coordonatele (8, 7) ale punctului de contact; se 
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scrie apoi că distanţa dela centrul (a, p) la dreaptă este egală 
cu 13 şi că perpendiculara din centru pe dreaptă trece prin (8, 7). 


5a--126—124—-+169, 12a—5ßf=61. 


4. Să se afle ecuaţia cercului ce trece prin punctele (2,0), (—2,0) 
şi tangent dreptei: 
3s — 4y + 6 = 0 


Să se explice pentruce se obţine o singură soluţie? 


R. + (g—hp = dp. 


Se scrie că distanța centrului la dreaptă este egală cu raza. Se 
obține : 
i 8 
4 = — 3" 
Punctul (—2,0) aparţine dreptei date. 
5. Se dau două puncte fixe A şi B şi un punct O variabil pe 
un cerc cu centrul în A şi având raza R. Să se afle locul geo- 
metric al mijlocului M al segmentului BC. 


R. B(a, 0), a2-ka—R2=0, C(4, u); + =R. 
Coordonatele mijlocului sunt: 


_ ít u 
Togo dia - 


Se elimină A şi 4. Locul este cercul: 
422 + 4y — 4am + a2 — R2=0. 
6. Să se afle polara punctului (4,5) în raport cu cercul: 
x + y? — 3x — 4y = 8. 
R. Ba + 6y — 48 = Q. 


7. Să se afle polul dreptei: 3x +- 4y — 7 = 0 în raport cu 
cercul: x? + y? — 14 = 0. 
R. (6, 8). 
8. Să se afle polul dreptei: 2% + 3y — 6 = 0 în raport cu 
cercul: (x — 12 + (y — 2} = 12. 
R. (— 11, — 16). 
9. Să se afle ecuația unui cerc de rază R tangent la axele de 
coordonate. 
R. (e —R} + (y — R} = R. 
10. Să se afle ecuaţiile tangentelor în punctele unde cercul: 
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a? + y — 4s — 10y + 13 = 0 
taie axa Oy. 
R. x+yV 3 =5V 3 —6, z—yV 8 =— 5V 5—6. 


11. Un, cerc trece prin punctul (3,5) şi taie axa Oy în punctele 


A, B, astfel că: OA = 4, OB = — 2. Să se afle ecuaţia cercului, 
centrul şi raza. 
R. {x — a} + (y — P2 = Rè? 
Se face a = o, şi „se scrie că ecuaţia obținută are rădăcinile 
4 şi — 2. Se scrie că trece şi prin (3,5). 


92 + 9y? — 48s — 18y — 72 = 0, 


12. Să se scrie ecuația cercului ce trece prin punctul (0,2) şi 
este tangent în origină la dreapta: y + 2e = o0. ; 


R. x2-+y2—2&x—2ßy=0. Trece prin (0,2), deci P =1. Se scrie 
tangenta în origină şi se identifică cu : 2 x-+4-y=0. Avem: 


2 4- y — 4x — 2y=0. 


13. Să se afle ecuația cercului cu centrul în punctul (3,1) şi 


tangent la dreaptar 3% + 4y + 7 = 0. 
R. (œ — 3} + (y — 1} = R. Se scrie că distanța dela 
(3,1) la dreaptă este egală cu R. Se obţine: 


z2 + y — 6g — 2y = 6. 


14. Să se afle ecuația cercului cu centrul în (3,1) şi tangent 
cercului : 


x2 + y A+ 22 + 6y=0. 
R. (æ —- 32 + (y — 1} = R. , 
Se scrie că distanța punctului (3,1) la axul radical al cercurilor 
este egală cu R. Se obține: 


R=V2 (1—V 5). 


15. Se dau două cercuri de aceiaşi rază, centrul unuia fiind 
pe celălalt cerc. Să se afle ecuațiile tangentelor duse în unul din 
punctele de intersecție ale cercurilor şi unghiul acestor tangente. 

R. Se ia ca Ox linia centrelor şi ca Oy coarda comună. Ecuațiile 
cercurilor sunt: 


(2 — a} + y? = da, (@ 4a) + =, 
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Se scrie tangentele în punctele (0, ay 3), (0, —ay5). Unghiul lor este 
de 120. 

16. Să ge arate că axele radicale a trei cercuri, luate două câte 
două, sunt concurente într'un punct, numit centru radical al cercu- 
rilor. Să se caute coordonatele acestui punct. 

R. Cercurile sunt: 


O= + yp + 2ae k+R2biy + ei =o, 
0 = + yY? + 2ax + 2bzy + ca = 0, 
O = x? + y? + 2a32 + 2bgy + = o0. 
Axele radicale sunt: 
C, — O; = 0, C; — O = 0, C; — C = 0. 
Avem: (Cı — Ca) + (Ca — Cs) + (Cs — C1) = 0. 
Se rezolvă: 
Ci = Cz} 03.= O; 


şi se află coordonatele centrului radical. 

17. Se dau o dreaptă D şi un cere C. Dintr'un punct M variabil 
al dreptei D ca centru şi cu o rază cât tangenta dusă lai cercul Ọ, 
se descrie un cere ©’. Să se arate că cercurile O’ trec printr'un 
punct fix. . 

R. Se ia D ca Oy şi perpendiculara din centrul cercului Q 
ca Ox. Avem M (0,4) şi: i 


— m + y? + 2az +b =o, 
œ =x? + (y— 4# — d + b) = 0, 
C= xz + y2— 24y— b =0. 


Se ține socoteală că puterea unui punct leste egală cu pătratul 
tangentei. Cercurile ©’ trec prin punctul comun curbelor : 


[i 


x + y — b=0, y=o. 


18. M fiind punctul de contact al unei tangente variabile la 
un cere de diametru AB, fie C şi D punctele unde această tan- 
gentă taie tangentele fixe în punctele A şi B. Să se arate: a) că 
produsul AQ. BD este constant; b) că triunghiul COD este drept- 
unghic în 0. 


R. A(a, 0), B(—a, 0), M(0, 6), 026: = a? (1). 


Se scrie tangentele în A şi B, şi se calculează coordonatele punc- 
telor C şi D: 
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2—a Q a2+a 0 
o(a 220), o(a Sten) 
, B 2 | ) 8 , 
a? —a0 atat _ æ (a—a®) 
AC. BD = . = 
i e P? 
AC. BD = æ. 


Se arată că între coeficienții unghiulari ai dreptelor OC, OD există 
relația de perpendicularitate. 


Se observă (1). 


19. Fie AB! o coardă fixă a unui cerc dat şi M un punct variabil 
al acestui cerc, Din mijlocul coardei AM se lasă o perpendiculară 
pe BM care o taie în P. Se cere locul geometriœ al punctului P. 


R. A (a,0), B (—a,0). œ? + y — 2by — a = 0. 


Ecuația unei drepte variabile BM este: 


= 4 (x +a). (1) 


Coordonatele lui M se obţin din rezolvarea ecuaţii (1) şi a cer- 
cului şi după ce am divizat cu z +a, avem: 


a42 bl—af:  2a+2b4 4 
a ( i+ e f 144 ) 


Se calculează coordonatele mijlocului segmentului AM şi per- 
pendiculara din acel punct pe BM are ca ecuaţie: 


ly + x — h4 — a=0. 


(2) 
Eliminăm / între (1) şi (2) şi găsim cercul: 


a + y — by —a2=0. 


20. Baza AB a unui triunghi este fixă, iar unghiul C constant. 
Să se afle locul geometric al punctului de întâlnire al înălțimilor 
triunghiului ABC. 


R. A(a,0), B(—a,o). O descrie cercul dat: 
x? + y — 2dy — æ = 0. 
Ecuația unei drepte variabile AC este: 
y = 4 (æ—a). 


Coordonatele lui C sunt: 


e sta pomana q _2dh—2a2 ). 
pda? i+ e 
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(BO) y (aħ+d)—a (di—a) — a (dia) =0. 
Perpendiculara din A pe BC are ecuaţia: 
da—a y—ad =À (a?—ax —dy) (1) 
Perpendiculara din B pe AC are ecuația : 


À y + apx=0. 


Eliminând Å între (1) şi (2), găsim cercul: 
a? + y? + 2dy — a2=0. 


21. Fiind date două axe perpendiculare Oz şi Oy şi un punct 
A pełOsv, se ia pe Oy punctul D, iar pe perpendiculara în A pe 
Ok punctul O, astfel ca OD = 2 AC. Se cere să se afle locul geo- 
metric al proiecțiunii punctului O pe DC, când punctul D variază 
pe Oy. i 


R. A(a,0), O(a, å}, D(0, 24). Se elimină A între ecuaţiile: 
lx+ ay — 2aÂ=0, y = a z. 


Locul este cercul: 
x2 + y — 2az =0. 


22. Să se afle locul geometric al mijloacelor coardelor unui cere 
care trec printrun punct fix P. 

R. a + y? = R?, P(a,0). Se scrie ecuaţia unei secante ce 
trece prin P şi se elimină parametrul variabil între această ecuaţie 
şi aceia a perpendicularei din centrul cercului pe această coardă. 
Locul este cercul: 


æ + y — ax = 0. 


23. Fie AT o tangentă fixă şi BT o tangentă variabilă la un 
cerce de rază R. Să se afle locul centrului cercului circumscris 
triunghiului ABT. 

R. Seia AT ca Oy și diametrul lui A ca Ow. Cercul are ecuaţia: 
x2 + y2? — 2Ræ=0. B (Å, u), Au? — 2R À = 0. (1) Se calculează 
coordonatele lui T. Se elimină A şi 4 între ecuaţia (1) şia perpendicu- 
larei din T pe AB. Se găseşte: 
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24. Să se afle locul geometric al mijlocului dreptei AB, ale că- 
rei extremităţi sunt A pe Oz, B pe Oy, știind că AB = const. 


R. A (å, 0), B (0, 4t) AB=K. Coordonatele mijlocului 
sunt : 


Locul este cercul. x 
a a a 

25. Fie O centrul unui cerc variabil tangent în A la dreapta 
AB. Din B se duce o tangentă la cercul Q şi fie M punctul Je 
contact. Să se afle: 10 Locul geometric al lui M. 20. Locul inter- 
secții dreptelor CB şi AM. < ) 

R. Se ia ca Oz şi ca Oy dreptele AB şi AC (perpendiculara în 

A pe Oæ). C(0, A), B(a, 0). 10. Se elimină A între ecuaţia cercului 
şi a polarei lui B. 2, Se elimină À între ecuaţiile dreptelor CB și po- 
larei AM. Se găseşte; 


10) 22 + P — 2az = o; 20) æ + yY — az = 0, 


26. Fie M un punct variabil al unui cerc de diametru AB, cu 
centrul în O, astfel că OA = 2a. 10) Insemnând cu o şi f coordo- 
natele punctului M, să se scrie ecuaţiile cercurilor circumscrise 
triunghiurilor MOA şi MOB. 20) Să se arate că distanţele centre- 
lor P şi Q ale acestor cercuri la dreapta AB! au un produs constant, 
30) Să se afle locul geometric al punctului de intersecţie a drep- 
telor AP și BQ. 

R. Se ia AB ca Oz şi perpendiculara în O ca Oy. Se notează 
ordonatele punctelor PşiQcui şi qi. 


(MOA) (Œœ—a} + (y—ip=a2+ X, +p’ =4 a. 
1°) æ2+y'—2ax—2 ly=0,  x?+y?+2aæz—kiy =0, 
cu condiţiile: 
a+? — 2 aa—24f=0, 0+f?yaa0—2 uf=0; 


H —2a a PL iu 1 a (a—0) u= 4 a40) 
2 7 28 BB 
204 u = Q. 
30) x2 + y2 = 4 a2, chiar Sorci de diametru AB. 


27. Să se afle locul punctelor M, astfel că A și B fiind două 
puncte date, să avem: 


a MA?4b. MB?= Fe, 
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a, b, K fiind cantități date. 
R. A (d, 0), B (—d, 0), M (x,y). 


al(r—d2 + y] + 0 [(@a2 +y] = Ke. 


28. Să se scrie ecuația bisectoarei unghiului ascuțit ce face 
cu Oy dreapta: 3% — 4y+ 4=0. Să se scrie apoi ecuația cer- 
cului tangent în origină la dreapta ce face cu Os unghiul o 
şi trecând prin punctul unde bisectoarea de mai sus taie pe Og. 
Presupunând œ variabil, să se afle locul geometric al centrului 
cercului precedent. 


R. Punctul unde bisectoarea taie axa Oz sunt (=x 0). 


1 X2 1 
(= +3) + (y—4 = 424 T Se scrie tangenta în origină şi se i- 


i 1 
Gentifică cu: y=ætg 0. Avem: À= . 
2 tg& 
x?+-y:+x— y cot =0. Locul centrelor este: a = — = ` 


29, Se uneşte un punct M al axului radical a două cercuri de 
centre A şi B cu centrele şi se ridică perpendiculare în A ps AM 
şi B pe BM. Se cere locul geometric al punctului de intersecţie a 
acestor perpendiculare, când M variază pe axul radical. 

R. Oa este AB, Oy este axul radical. M (0, 4). Locul este: 
x = a + b. 

30. Se dau punctele A, B, C, D pe o dreaptă. Se duce un “ere 
O tangent în A dreptei AB şi un cerc O’ trecând prin B și O 
şi care taie cercul O în punctele M şi N. Să se arate că zercul 
circumscris triunghiului DMN taie dreapta AB întrun punct fix. 


R. A(0, 0), B (b, O, C(c,0), D(d,0). 
(0) Z +y —2 uy =0, (0)— æ +y—b+e) +2 Vy +be=0 
(DMN) x2+y2—b+e) x4+2V y-kbe-ti (x2+y2— u y) = 0. 


Se scrie că acest cerc trece prin D (d, 0). Se face y=0 
(b+c) d—d2—b c 
da 
31. Să se arate că axul radical a două cercuri este echidistant 
de polarele unuia din centrele de asemănare. 


à = 


R. Seia axul radical ca Oy, linia centrelor ca Os. 
x? + y? — 2ax + c = o0, 2 + y? — 2bx + e = o0. 
Se calculează coordonatele centrului de asemănare extern : 


Rb — R'a 
u = =, 


R— R 
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R şi R’ fiind razele cercurilor. Se arată că absciselle punctelor unde 
polarele taie axa Oa sunt egale și de semn contrar. 

32. Să se scrie ecuaţia unui cerc ce trece prin A (a, ò) şi tan- 
gent dreptelor: x + y ='0, x — y = 0. Tiis 


R (@—Ay4y=R?. R? np scriind că distanța 


centrului la æ — y = 0 este R. Avem condiţia: 


A42 
a+b — 24 r M A 
Sunt două cercuri: 


, 2 A "2 
mp — 20 yti, Hyl = A. 


33. Fie A şi B două puncte variabile pe Oz şi Oy astfel că: 
1 


1 1 
oat 08 K 
Se duce din O o perpendicularä pe AB. Să se afle locul geome- 
tric al piciorului perpendicularei pe AB, când AB variază. 


1 1 
R. A (å, 0, B0, 4) + u K 


Locul este cercul: 
æ +y? — K(x +y) =o. ` 
34. Tangenta într'un punct variabil al unui cerc de centru O 
taie un cerc. dat în punctele A și B. Să se afle locul geometrie 
al centrelor cercurilor circumscrise triunghiului OAB. 
R. 0(0,0). O'(a,0). 
æ +y — R =o 0 — gey y— ant ae — r = o. 


(OAB) — x? + y2? — 20 a — 2 Py = 0. Se scrie că axul radical 
al cercurilor ©’ şi OAB este tangenta cercului O. 
a şi P fiind cordonatele centrului, locul este cercul: 


— P- SR 
V4(a—a +4 
35. Fiind dat un punct A și o dreaptă D, să se afle locul geo- 
metric al punctului M, astfel ca: MA? = mPM, P fiind proecția 
lui M pe D, Să se determine m astfel ca cercul găsit să fie tan- 
gent cercului de diametru OA. 
R. A(a,o0), D— oy. M (x, y). 


m + yY — 2ax — my + æ = 0. 
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Se scrie că distanța centrului cercului de diametru OA la axul 
radical al cercurilor, este egală cu raza cercului OA. 

36. O secantă OB variabilă ce trece prin origină taie o paralelă D 
la Oa în punctul B. Perpendiculara în B pe OB taie pe Oa în O. 
Se duce CM ce face cu Oz unghiul OCM = 2g0B. Se lasă din O 
perpendiculara OM pe CM. Se cere locul punctului N. 


R. DD y—a=0 OB y—atga=0. id) 


OM = (a — f Scipio < 
y | ina ) tg 2 Q. Se elimină Q între ecuaţiile drep 


telor CM, OM şi sin? 6 + cos? Œ = 1. Locul este: 


x2 + y = 4a. 


37. Fiind date patru puncte A, B, C, D care formează o divi- 
ziune armonică, toate cercurile ce trec prin două puncte conjugate 
A şi O, taie ortogonal cercul de diametru BD. 

R. D(—do), B(do), ©(c,0), A (a0). O fiind mijlocul lui 
BD, avem relația: OB? = OA. DO, 


œ = a c. 
Se va scrie ecuația unui cere ce trece prin A şi C, 
x2? + y — (la+) æ H2 4ypae=0. 
(BD) x2 + y? = d2. 


38. Se dă un cere de centru C şi două puncte fixe A şi B. O 
secantă variabilă dusă prin A taie cercul O în M și M’. Să se %- 
rate că cercul circumscris triunghiului BMM’ trece prin două puncte 
fixe şi să se afle locul geometric al centrelor acestor cercuri. 

R. A(a,0), B(b,o). Oy este perpendiculara din C pe AB. 


O= a? + y? —2oy + d = o0. 
ANM! y — 4 (x—a) = 0. 
(BMM) — x+y —2ey+ad+E [y —4 (e — a] = 0. 
Se scrie că trece prin B. 


bdp d 
K = i 
4(b—a) 


Cercurile BM M trec prin punctele comune curbelor : 
(b— g) (x? + y? — 2o0y + d)— ( + d) (a — a) = 0, y=0, 


Un punct fix este B b, o). Celălalt se obține făcând y=0 și 
divizând cu xy — b. 
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39. Intriun triunghi ABC se duce o paralelă la latura BC care 
taie AB în D și AC în E. Să se arate că axul radical 3] cer- 
curilor descrise pe BE şi OD ca diametre este înălțimea vârfului C. 


R. C (e, 0), B (b, 0), A (0, a). DE y —m=0 


Coordonatele centrelor cercurilor sunt: 


1 cm md _ bm m 
te- a ) ai „(ee a ) 2" 


* Ecuația cercului de diametru BE va fi: 


1 me |? my2_ 1 cm 2 m 
neta eat: 


40. Locul geometric al polului une. drepte date în raport cu o 
familie de cercuri concentrice, 

R. Ecuația cercurilor va fi: æ? +y? — 42. Fie (a, p) coordonatele 
polului dreptei date Ax + By + C = o în raport cu un cerc. Se ia 
polara şi se identifică ecuația polarei cu aceia a dreptei ; pe urmă se 
elimină 4. Locul ese tără eliminare: Ba — Af = o. 

41. Să se afle ecuaţia generală a cercuriţor ce trec prin origină, 
astfel că tangenta în origină la un cerc să facă cu Oa unghiul dat a. 
Să se arate că polara unui punct fix faţă de toate aceste cercuri 
trece printr'un punct fix. 

R. x2 + y? — 2 æ —2 uy = o. Se scrie coeficientul unghiular al 
tangentei in origină şi se egalează cu tg a = K. Ecuația cercurilor 
este : 


xH yH? uKxæx—y=0. 


Polara punctului P (a,b) va conține parametrul u la gradul întâi. 
42. Să se afle locul geometric al punctului de întâlnire a po- 
larei unui punct fix P în raport cu cercurile ce trec prin două 
puncte fixe, cu diametrul acestui punct. 
R. Punctele fixe (a, 0), (—a, 0). P (p, q). Cercurile: 


L+H yY—? Ly- e=. 


Locul geometric se obține eliminând 4 între :cuaţia polarei şi 
dreptei ce uneşte centrul cu P. 
Se obține cercul: 


pe + p? — (P + @ + a)gs +t pe = p. 


43. Să se afle locul geometric al punctelor de unde se poate duce 
la un cere tangente perpendiculare. 
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R. M. (£o, yo ) un punct al locului şi 22 + y2 =1R2 cerul dat. 
Se formează ecuaţia ce dă coeticienţii Ghhiiol ari ai tangentelor duse 
din M (xo, yo). Locul geometric este cercul: 


z + Yy? = 2R. 
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Schimbarea axelor de coordonate. 


De multe ori rezultatul unei probleme în Geometria Analitică 
este mai simplu şi mai elegant, dacă, în loc de a fi luat: ca axe 
de coordonate cele considate, să fi luat alt sistem de axe. 

De ex., ecuaţia: 


E (x,y) = a? + y? — 2a — 2by +a? +b? — R? =o, 
în raport cu două axe perpendiculare, are formau următoare: 
X? + YX? = R?, 
dacă vom pune: 
X=x—a {X = y —b. 
De asemenea, fiind dată curba: 
x2 — yY — 2x + 1 — K2 = o0, 


în raport cu două axe perpendiculare, ecuația acestei curbe se 
prezintă mai simplu, dacă o scrim: 


(œ —1)} —y2—K? (æ+y—1) (z—y— 1)— RK? =o. 
Punând.: 
X=xz+y—l1, XY=r—y—l, 
ecuația curbei considerate va aveă forma: 
XY = K’. 


I. Deplasarea axelor paralel cu ele. Translația axelor. (Œ, y) 
fiind coordonatele unui punct M în raport cu doua axe Ox, Oy, 
să transportăm axele paralel cu ele înşi-le în punctul A (a, b) 
şi să ne propunem a găsi coordonatele X, Y ale punctului M în raport 
cu noile axe AX, AY. (Fig. I). 
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Pentru aceasta, vom proectă conturul OAM pe Oz şi Oy şi 
avem : : 


pr OA + pr. AM = pr. OM. 

Insă: y 
pr. OA = OR = a, pr AM = 
AP = X, pr. OM = OQ = x. 

Dec: înlocuind, vom aveà : 

sv = a + K. / 

Proectând de asemenea și (]| R 
pe Oy, găsim: 

y=b+Y. Fig. L 


Prin urmare coordonatele (X, Y) ale lui M (x, y), în raport cu 
axele AX, AY sunt date de relaţiile: 


zv =a +X, y = þ + Y. 


oricare ar fi semnele acestor coordonate. 
Exemplu. Ce devine ecuația: 


z2 — 2y — 6x + 4y + 6 =, 


transportând axele Ox, Oy paralel cu ele în punctul A (3,1). 
Vom înlocui în ecuația curbei: 


z=3+4 X, y=1 +Y, 


găsim : 
X2? — 2% = 1. 


II. Rotaţiunea axelor împrejurul originii de un unghiu g. 
Fiind cunoscute coordonatele (x, y) ale unui punct M în raport 

° cu vechiul sistem de axe 

5 [5 perpendiculare Oa, Oy, să 
găsim coordonatele punctu- 
lui M (æ, y) în raport 
cu axele Ox’, Oy’, învârtite 
în jurul originei cu unghiul 
œ. Insemnând cu P şi P’ 
£t proecțiile punctului M pe Oz 

şi Ox' (Fig. IID), 

avem : 

pr. OP + pr. PM = pr. OP’ 

+ pr. P'M. 


Man 


Fig. II. 


Proectând pe Ox, gasim: 
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pr. OP = qg, pr PM = , pr OP’ = a'cosa, 


pr. P'M = P'Mcos (Ox, P'M) = cos (2 + a = — sina. 
Deci : 
x = W' cos — y'sing. 
In acelaş mod proectând pe Oy, avem: 
y = x'sing + y'cose, 
Fiind cunoscute z şi y, pentru a calculà pe 2, y’, vom re- 
zolvà ecuațiile : 
æ = g'cos& — y'sing, 
y = x'sing + y'cos& 
şi avem: 


x! = xeos + ysing, 


y! = — sina + ycosa. 


Exemplu. Să se arate că învârtind axele perpendiculare în jurul 
originei cu orice unghi, şi însemnând cu (æ, y), (2, y') coor- 
donatele unui punci în raport cu sistemul dat şi cu noul sistem 
de axe, avem: 


L H yP = g p ye 
Ştim că: 
x = g'cosa — y'sing, 
y = x'sing + y'cosa. 


Inlocuind, avem: 
zi +- y? = (x'cosu—y'sina) + (xsin a H y'cosa) = 


x’? (costa + sin?a) +- y”? (sin20 + cosa) = x? p y? 


Această „neschimbare a formei expresiei: æ? + y? se poate 
explicà, observând că reprezintă distanța unui punct la origina co- 
mună a axelor. 

III. Schimbarea axelor în general. Fie (æ, y) coordonatele unui 
punct M în raport cu două axe perpendiculare Oz, Oy; să găsim 
coordonatele punctului M în raport cu axele Ax’, Az/, coordonatele 
nouei origini fiind A (a, b), iar As’ făcând cu Os unghiul o. 

Pentru aceasta să ducem prin A paralele AX, AY la Oz şi Oy; 
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X, Y fiind coordonatele lui M în raport cu acest sistem, avem: 
z=a+X,y=b+Y. sj 4Y 


Insă axele Ag’, Ay’ se 
obţin din AX, AY învâr- 
tindu-le cu unghiul a. 

Deci : 


X = v'cos& — y'sina, 


Y = a'sină + y'cosa. 


Fig. I. 


Prin urmare relațiile între coordonatele (x, y), (2, y’), în ra- 


port cu vechiul sistem şi noul sistem Ax’, Ay’, sunt: 
x = a + x'ecos& — y sing, 
y = b + x'sing + y'cosa. 


Pentru a obține pe a, y’ în funcțiune de z şi y, vom rezolvă 
ecuațiile de mai sus în raport cu x şi y’. 


Exerciţii. 


“1. Ce devin ecuaţiile: 
2 + y — da + iy +2 =0, 
22? — 3y? — 8x — öy + 6 = 0, 


când curbele ce reprezintă sunt raportate la axe paralele cu cele 
date şi tăindu-se în punctul (2, — 1). 


R. X + Y2 427 4+56=0 
2X? — 3Y? = 1. 


“2. Ce devine ecuaţia: 
æg? — yY — 2 — 2y — 1=0. 


când curba reprezentativă este raportată la axele O's’, O'y’, ce 
se taie în O’ (1, — 1) şi făcând cu Os unghiul 450. ' 


1 
R. xz! y + z = 0. 
3. Transportând axele în punctul (1, 1), să se determine un- 


ghiul cu care să învârtim azele în jurul acestui punct, pentru ca 
ecuaţia: 
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x2 + day + y — 4 — dy —4=0 
să nu conţie termen de forma gœ y’. l 
R. æ = 1 + x'cosa — y'sing, y = 1 + x'sing -+ yicosa 
tg 20 = co, 20 = 900, a = 450. 
x” — Væ —i=ð. 


Curba dată este formată din două drepte paralele, 
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Coordonate polare 


Poziţia unui punct M în plan poate fi definită prin distanța r 
a acestui punct la un punct fix O numit pol şi prin unghiul © 
ce-l face dreapta OM cu o dreaptă fixă OX, numită axă polară. 
(Fig. IV). Cantităţile: 

r, O M 

se numesc coordonatele po- 

lare ale punctului M. Un- 

ghiu © variază dela 00 

la 3600; 7 se mai nume- 

şte şi raza vectoare a punc- D X 

tului M. \ 

Prin urmare, unui sistem Fig. 1V. 
de coordonate polare (r, 0 ) îi corespunde un singur punct M, 


pe când unui punct M îi corespunde o infinitate de coordonate, 
date də expresiile: 


r, 2Km + 0;—r, 2K41 r— oO, 
K fiind un număr întreg oarecare. Se alege dintre acestea numai va 
lorile r şi Ocor. 
Transformarea coordonatelor polare în coordonate perpendicu- 
lare şi reciproc. Fie M (r, 0) un punct ale cărui coordonate po- 


lare sunt r și ©. (Fig. IV). Insemnând cu (æ, y) coordonatele lui 
M în rapori cu axele perpendiculare Oz, Oy, avem: 


æ = rcos®, y = rsin O. 
Prin urmare, fiind cunoscute coordonatele polare, cele perpendiculare 


sunt date de relațiile de mai sus. 
Invers, fiind cunoscute cele rectangulare, observăm că: 


r = V H 


lar @) este dat de ecuaţiile: 
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a 
cos) = — 


: y 
sin 0 = 
Væ + y” Vat y 
Exemplu. æ = — = y = 2a Avem 
1 [3 
r= 1; cos 0 = — -p` TAA 


Sin © fiind pozitiv, iar cos © <0, arcul 0 este cuprins în- 
tre 900 gi 1800 şi deci: 


© = 1800 — 600 = 1200. 
Fiind cunoscută ecuația unei curbe în coordonate rectangulare, 


pentru a-i găsi ecuația ei în coordonate polare se înlocueşte œ şi y 
cu rcosO, rsin®. 
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Studiul propietăţilor curbelor 
de ordinul al doilea după ecuaţiile simplificate. 


a 


Cele trei conice. 
Elipsa. 

64. Elipsa este locul punctelor a căror sumă a distan- 
telor la două puncte fixe F şi F', numite focare, este 
constantă. 

Vom luă două axe perpendiculare Ox, Oy, O fiind mijlo- 


cul lui FF’, iar axa Ox să fie FE”. Insemnând cu 2 c dis- 
tanţa focarelor, avem prin definiţie: 


MF + MF = 2 a. 


Dacă æ şi y sunt coordonatele unui punct al elipsei. ecu- 
ația curbei este : 


Ve— A) + yP + Vete +t =a (1) 
Ridicând la pătrat, avem : 
RETETELE PPE 44, 
sau : 
VEF pipe? EE a M da (mr yH o 
Ridicând din nou la pătrat, obținem : 


x2 (a2 — c2) + a y? = æ (a — e) 


sau : 
g2? y? 


$ = 1. (2) 


a? a? — câ 
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Considerând triunghiul MFF’, avem : 


FF < MF + MF, 
FF < 2a. 


Insă: FF' = 2 c; deci: 
2e<2a, c <a. 
Aşa dar putem pune: 
a — e = b, b <a. (8) 


ecuația locului geometric devine : 


g fi Y — 
a? iii pe ii 4) 


Aceasta este ecuaţia elipsei (Fig. 26). 
65. Forma curbei. Ecuația curbei fiind : 


pN zi 
ji ? 
a2 b2 
sa vede că schimbând pe æ cu — x şi y cu — y, ecuația ră- 


mâne neschimbată. Deci, dacă punctul M (æ, y) se află pe 
curbă, atunci şi punctele: M'(æ,—y), M'(—ay), M"(—z—y), 
se vor găsi pe curbă. Punctul M' fiind simetricul lui M în 
raport cu Os, M” simetri- 
cul lui M în raport cu Oy, 
M” simetricul lui M în ra- 
port origina O, rezultă că 
elipsa este simetrică în ra- 
port cu O, în raport cu 
Oy şi în raport cn O. Va 
fi de ajuns deci să cons- 
truim curba în unghiul 
Fig. 26 xoy, căci pentru a construi 
curba întreagă, vom luă simetrica ramurei din unghiul xoy 
în raport cu Ox, Oy şi punctul O. 
Rezolvând ecuația elipsei în raport cu y, avem : 


y=+ boa 
a 
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Pentru ca y să existe, trebue să avem: 


a? — a? > 0, 
sau : 
— Aa <2 <a. 


Deci, curba este cuprinsă între paralele : 
OD x—a=0, CD ` æzpa=0. 


De asemenea. rezolvând ecuaţia în raport cu œ, vom găsi 
că trebue să avem : 


—b<yx< b, 
„Sau că elipsa este cuprinsă între dreptele : 
CD y—b=0, CD y + b =0. 


Prin urmare, elipsa este interioară dreptunghiului CD" 
O'D (Fig. 26). 


Să construim ramura : 


= b 2 — g2 
y A yr z", 
când æ variază de la O până la a. Mai întâi se observă că 
y descreşte, când æ creşte ; când x = O, y = b, obținem 
punctul B; dacă æ creşte, y descreşte şi când x =4, y=0 ; 
obținem punctul A. Luând simetrica acestei ramuri cons- 
truite, în raport cu Oy, Ox, O, se obține forma elipsei 
(Fig. 26). 
Punctele A, A, B, B' se zic vârfurile elipsei. AA' şi BB' 
se numesc awa mare şi axa mică a elipsei. 
Pentru a construi focarele F şi F', ale căror coordonate 
sunt (c, 0), (—c, 0), ne servim de relația : 


a? — œ = b. 
De unde: 
c2 = a? — b?, c = \ @ — b?; 


deci: OC = VOA? — OB?. adică, distanța de la origină, 
care este centrul curbei, până la focare (aşezate pe axa mare) 
este cateta unui triunghi dreptunghic, în care ipotenuza este 
OA = a, iar cealaltă catetă este OB=b. Distanța FE' se nu- 
meşte distanta focală. Pentru a construi focarele, vom descrie 
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cercul din B ca centru şi cu raza a. care taie axa Ox în F 
şi F. 
Exemplu. Să se construiască elipsa : 
xE y? 
25 16 


Avem: A (5,0), A'(—5,o), B (0,4), B' (o, —4). Focarele 
sunt: F (e=—3, o), F` (—3, o). 

66. Elipsa este proiecția ortogonală a unui cerc pe un 
plan. Fie un cerc de diametru AA”, pe care să-l proectăm 
pe un plan ce face cu planul 
cercului vnghiului a, dat de: 


= l. 


cosa = b AA'= 2a, b< a. 
a 


Considerând pe cerc punctul 
B, extremitatea diametrului 
perpendicular pe OA (Fig. 27), 
şi alt punct M,, proiecţiile 

Fig. 27 lor pe planul elipsei să le 
însemnăm cu B şi M ; proiecţiile punctelor B, şi M, pe 
OA fiind O şi P, avem: 


OB, = a, BOB = œ, OB = OB, cose = a A = b 
| a 


MP > 
pa (1) 
1 Q 


Considerând sistemele de axe (Ox, Oy), (Ox, OY), coordo- 
natele punctului M, în raport cu aceste sisteme, sunt : 


x = OP, y = PM; x = OP, Y= PM, 
Ld 
Punctul M, (a, Y) descrie cercul: 
x2 p Y? = a; 


din relația (I) rezultă : 
b & 
Y — 3 Y = j y (D) 


înlocuind pe Y în ecuația cercului, vom avea : 
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2 a a 2 
x + VE a 
sau : 
x? ye 
= 1 
a? T p2 


Aceasta este ecuaţia locului descris de M, care probează 
că proecția cercului de diametru AA' = 2a pe un plan ce trece 
prin acest diametru şi care face cu planul cercului un unghi 


STARE i b C E a 
al cărui cosinus este , este o elipsă a cărei axă mare este 
a 


AA”, iar jumătatea axei mici b. 

Cercul descris pe axa mare a elipsei, se numeşte cercul 
principal al elipsei. 

67. Elipsa definită ca alt loc geometric. Construcția 
elipsei prin puncte. Fiind date două cercuri concentrice de 
raze a, b (Fig. 28), să ducem 
prin origină o secantă, care 
le taie în M, şi M,. Paralelele 
din M, la Ox şi din M; la 
Oy se taie în M. Să găsim 
locul geometric al punctu- 
lui M. 

Însemnând cu a unghiul 
variabil zOM,, coordonatele 
punctelor M; şi M; sunt: M, 
(acosa, asin a), M (b cosa, Fig. 28 
bsina); deci coordonatele lui M sunt: 


x = a cosa, % = bsina. 
Să eliminăm pe ca între aceste două ecuații. Avem: 


y 


s 
cos a = —, sina = ; 
a 


înlocuind în : 
sin20 + cosa = 1, 
ecuația locului descris de M va fi: 
gx? y? 


tg” 


a? 
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adică o elipsă a cărei axă mare este AA”, cu cercul director, 
cercul de diametru AA’. 
. De aci, rezultă o construcție a elipsei : 


x2 y? 
= 1. 
a? + b: 


Vom descrie două cercuri concentrice cu razele a, b şi 
ducând o secantă variabilă prin centrul lor, vom obține 
punctele M, şi M,; paralela la Oz prin M; şi la Oy prin 
M; se taie în M, un punct al elipsei date. 

Tot de aci mai rezultă că putem exprimă coordonatele (x, y) 
ale unui punct al elipsei : 

x2 y? 
a2 p: 
în funcţiune de un parametru variabil a, şi anume : 


= 1, 


x = a cos, y = b sing. 


68. Construcțiuni geometrice asupra elipsei. Considerând 
elipsa ale cărei axe sunt AA' şi BB' ca proecțiunea unui 
cerc de diametru AA’, putem să facem mai multe cons- 
trucții. 

l. Construcţia tangentei întPun pnnct al elipsei. Fio AA’ cer- 
cul care proectat dă elipsa (Fig 29). Să considerăm punc- 
tul M, a cărei proec- 
ţie este punctul M al 
elipsei. Pentru a găsi 
acest punct, trebue 
să cunoaştem proec- 
ţia B a punctului B,. 
Proecţia dreptei B,, 
M, R fiind BR, punc- 
tul M se află la inter- 
secția acestei drepte 


cu perpendiculara M,P pe AA’. 

Tangenta la elipsă în M este proecţia tangentei M,T la 
cerc în M,, adică dreapta MT. 

1I. Construcția punctelor de intersecție a unei drepte cu o e- 
lipsă. Să găsim punctele de intersecţie ale unei drepte D 
cu o elipsă al cărei cere director este cercul de diametru 
AA' (Fig. 29). Proecţia dreptei B, A fiind BA, să însem- 
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năm cu Q punctul unde se taie dreptele D şi BA. Punc- 
tul Qı, corespunzător în planul cercului, se obţine ducând 
prin Q perpendiculară pe OA, care taie pe BA în Q} 
Unind pe Qı cu punctul S unde D a tăiat pe AA”, se ob- 
ține dreapta D, în planul cercului, a cărei proecţie este D; 
D, taie cercul în M; şi M',. Aflăm punctele M, M' corespun- 
zătoare lui M, şi M'i, ducând din M,, M, perpendiculare 
pe AA! care vor tăia dreapta D în punctele M şi N. A- 
cestea sunt punctele unde dreapta D a tăiat elipsa. 

III. Construcţia tangentei dusă dintr'un punct la elipsă. Fie 
Pun punct în planul 
elipsei al cărei cere di- 
rector este cercul de 
diametru AA’, sau ale 
cărei axe sunt AA! şi 
BB’. Tangentele duse 
din P la «lipsă, se ob- 
țin astfel (Fig. 30): 
PB taie pe AA în S; 
se duce B’; S ce taie per- Fig. 80. 
pendiculara din P pe AA’ în P,. Se duc din P, cele două 
tangente P, M, şi P, N, la cerc. B'i M taie pe AA’ în R, 
iar perpendiculara din M, pe A A’ taie pe BR în M; 
perpendiculara din N, pe AA’ taie pe PE (E fiind inter- 
secția lui P, N, cu AA’) în N. Tangentele duse din P la 
elipsă sunt PM şi PN. 


IV. Să se ducă la elipsă tangente parvale:e cu o direcție dată. 
Vom duce prin centrul O al elipsei paralela OD cu direc- 
ţia dată. Pentru a găsi dreapta OD,, a cărei proecţie este OD, 
(Fig. 31), ducem dreapta BA’ care taie pe OD în S; paralela la 
OB prin S taie pe AB, 
în S; OS, este OD,. 
Ducem tangentele M; R, 
M’, R la cerc paralele cu 
O D,; paralelele din M; şi 
M, la OB se taie cu pa- 
ralelele din R şi R’ la OD 
în M şi M’. Tangentele 
paralelele cu direcţia dată 
sunt RM, RM. 
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r Construcția elipsei printr’o trăsătură continuă. Să con- 
siderăm o dreaptă de lun- 
gime constantă MN =a 
+ b, şi pe ea un punct 
fix P, astfel că MP= a, 
PN =b. Dacă MN se 
mişcă cu extremităţile N 
pe Oz, M pe Oy (Fig. 82), 
punctul P (x, y), ale cărui 
coordonate sunt: OA =g, 

Fig, 32. O B= A P=y, va descrie 
o elipsă. In adevăr, din triunghiurile asemenea MBP, PAN, 
deducem: 


a x _O0OM—y 
b ON—z y ` 
De unde: 
on = ta om tg, 


Inlocuind în relaţia : 
OM? + ON? = (a + 0) 
se obține : 
x2 y2 
ata S l 

Punctul P descrie prin urmare o elipsă ale cărei axe de 
simetrie sunt dreptele Oz şi Oy, iar lungimile axelor 
2a, 2b. 

Dacă deci, o linie metalică M N se mişcă între două axe 
Oa şi Oy perpendiculare, vârful unui creion P, fixat într'o 
deschidere Pa linii MN, va descrie elipsa ale cărei axe 
sunt a şi b. 

VI. Altă construcţie a elipsei când se cunosc axele. 

E, Să considerăm o linie AM 
de lungime constantă şi e- 
gală cu a şi punctul B fix 
pe această linie aşă ca MB=B, 
Când dreapta AM se mişcă 
aşă ca punctul A să se afle 
pe Oy, iar B pe Oz, punctul 
M va descrie elipsa de axe 
a şi b. In adevăr, paralela 
la Oy prin M taie pe Oz în 
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P, iar paralela din O la AM, în M,. M, descrie cercul director, 
iar între M,P şi MP, avem relaţia: 


M, P a 


NP ~ b 
care probează (§. 66) că M descrie elipsa al cărei cerc di- 
rector este cercul cu centrul în O şi cu raza OM}. 


69. Tangenta întrun punct al elipsei. Fie M, (£o Yo) un 
punct al elipsei: 


P 2 

a? + a —1= 0; 
deci: 

Da 


Ecuația unei drepte ce trece prin M, find : 


Y — Yo = (x — To) tg o, 


pentru că această dreaptă să fie tangentă la elipsă în Mo, 

trebue ca să taie elipsa în două puncte confundate în Mọ. 
Coordonatele (x, y) ale unui punct M al acestei drepte, 

definită prin punctul Mo (®o Yo) şi unghiul o, sunt: 


£ = Xa + reosa, Y = Yo + rsin, r = MM. 


Pentru a găsi punctele de intersecție ale acestei drepte cu 
elipsa, vom scrie că un punct (x, y) al dreptei se află pe 
elipsă; deci: 


(£u rcosa)? (Yo + rsing)? 
e dac Pe n —1=0. 


Po 
De unde: 
20820 sin20 , Locos Yina 
e ( aa T e) Aa (“a + “ps ) 
Ta Yo? 
a age E pa —1=0. (1) 
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Aşa dar, sunt două valori r’, r” şi deci două puncte de 
intersecţie : 
M' (X + r'cosa, Ya + 7'sina); M” (Xo + r”eosa, Yo + tsina), 


Prin urmare, o dreaptă taie o elipsă îa două puncte. 
Punctul M, (Xo, Yo) fiind pe elipsă, avem: 


£? 2 
ar d —1=0, 


şi deci ecuaţia (1) devine: 


2 (cos?a sin20 Docosa yasina 

e(a +) ter (e + 0, 
care probează că o rădăcină, 7' — 0, sau că un punct de 
intersecţie al dreptei date cu elipsa este M, Pentru că 
dreapta să fie tangentă, trebuie ca şi cel de al doilea punct 


să se confunde cu Mg, adică şi cealaltă rădăcină 7” = 0. 
Deci : 
Bycosa yasina 
-e + p = 0. 
De unde: 
d b 
t, = — 2 
di Yo 4 
Aşa dar, ecuaţia tangentei în Me (£o yo) la elipsă va fi: 
l Lo b? 
iesea je aa (E a), 
cu condiţia: 
Do? Yo? , 
a H — 1 =0. (2) 


Dezvoltând, avem : 
Y Yo A a Xg b? — a Y? — b r? = O, 
sau, ținând seamă de ecuația (2), 
£ xy B F yY yj = a db. 
Divizând cu a? b?, ecuaţia tangentei în Mo (Zo Yo) va fi: 


æ £o 


a $ T E 


împreună cu relația (2). 
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70. Tangentă paralelă cu o direcţie dată. Fie m coefici- 
entul unghiular al direcţiei date. Ecuația tangentei la elipsa : 


gx? 2 
a2 + $ —1=0 


paralelă cu direcția m, va fi: 


y = mr + n, 


rămânând să determinăm pe n, pentru ca cele două puncte 
de intersecţie ale acestei drepte cu elipsa să fie confundate. 
Inlocuind în ecuaţia elipsei pe y, avem: 


w? (m x + n) 
a? b2 


—1=0, 


sau: 
n? 


l m? î2mna 
a? (2 + a) t= Fy lt 


Condiţia ca această ecuaţie să aibă două rădăcini confun- 
date este: 


mË nè 1 m” n? 
H 7 + pi) (Fn: 


a: 


de unde: 
n2? = am? + b2 n = + Va? m? -+ b, 


Deci, ecuațiile celor două tangente la elipsă, paralele cu 
direcția m, sunt : 


y =m x+ V æm?+b?, y = ma — V a? mb 


(1. Polara unui punct față de elipsă. Directoare. Ex- 
centricitate. Mo (£o; Yo) fiind un punct în planul elipsei, să 
găsim ecuaţia polarei acestui punct, adică, locul geometric 
al punctelor conjugate armonic cu Me, în raport cu punc- 
tele de intersecţie ale elipsei cu o secantă variabilă ce trece 
prin Ma. Fie M (x, y) un punct al polaroi; dreapta MM, 
taie elipsa în două puncte M' (2, y), M" (a, y") ale că- 
ror coordonate sunt de forma: 


vrae pty. mH pty 
L F 77 > 1 + 7 $ 1 + 7 1 + 2” 
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Psntru a găsi valorile lui 4! şi 4”, vom scrie că punctul : 


ziggyy 
IPA LEA 


este pe elipsă; de unde: 


ia ri Ooo 
apa app 10: 


sau : 
2 2 i 2 

(ep ) Lol | YY __ Zo Y 1=0. 
ta 1 +24 F 1 to a 


Aceasta este ecuația care dă valorile Îi, 4” corespunzătoare 
punctelor de intersecţie M’ şi M”. Condiţia ca aceste puncte 
să fie conjugate armonic cu M,, M, este: 


MM __ MM, 


M'M M'M 


Scriind că suma rădăcinilor 4”, 4” este zero, avem: 
? pă 


„Ip =O. 


PE pd 10, 
a b 


care este ecuația polarei punctului Mo (£o Yo) în raport 
cu elipsa: 
z a 
a? b2 a 
Printre secantele ce trec prin M, două sunt tangentele 
din M, la elipsă ; pentru acestea, punctele M’, M” se con- 
fundă cu punctele de contact, iar conjugatele armonice ale lui 
M, faţă de M’ şi M” sunt chiar punctele de contact. De acè 
rezultă o construcție geometrică a polavei : Ducem din Mg tan- 
gentele la elipsă şi dreapta care uneşte punctele de contact este 
polara lui Mo, faţă de elipsă. 
Directoare la elipsă sunt polarele focarelor ; directoarele 
sunt două drepte perpendiculare pe axa mare. Ecuațiile lor 
sunt : 


SE d E o %—1=0, 
a a 


e RI 
Raportul se numeşte excentricitatea elipsei. 
a 


Pentru a găsi polul (Xə Yo) al unei drepte: 
As + By + C = 0, 
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fată de elipsa : 
poa 
vom scrie polara lui (£m Yp : 


Lot YI _1—0 
a: + b2 


şi vom identifică ecuația polarei cu a dreptei date; de unde: 


Lo Yo 
@ _ B ae td 
A B O 


Rezolvând ecuaţiile aflate, găsim coordonatele polului : 
— CA „= DB 

e Midi c 

72. Ecuația tangentelor duse dintr'un punct la elipsă. 
Să găsim ecuaţia tangentelor duse din M, (o, Yo) la elipsa: 


AT = 


a? 2 
A E 


Să căutăm punctele de contact. Dacă M' (x y’) este un punct 
de contact, ecuația taugentei în M' la elipsă va fi: 


2 
a2 T fi —1l= 0, (1) 
cu condiția : 
æ y2 
— — 1 =0. 2 
a T T 1 =0 (2) 
Scriind că tangenta (1) trece prin Mọ (£o, Yo), avem: 
a 29 YY sa aa 3 
a AE 8) 


Se vede că această ecnaţie probează că punctele de con- 
tact M’ (æ', y’) se găsesc pe polara : 


Tao , YY z 
w 10. 
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a lui Mo (£o, Yo) faţă de elipsă. 

Pentru a găsi pe (',y'), vom rezolvă ecuaţiile (2) şi (3); 
înlocuind în (2) pe y cu valoarea sa din (3), se obţine o 
ecuaţie de gradul Il-a în æ’ şi deci vom avea două valori 
pentru a, două pentru y’; coordonatele punctelor de contact 
(x, y), (a, y”), sunt astfel cunoscute, iar ecuaţiile tangen- 
telor duse din M, la elipsă, vor fi: 


x" 
Ze E DEI 10, 


Determinarea directiilor tangentelor din Ma. Mai putem găsi 
ecuaţiile tangentelor duse din M, (o, Yọ) la elipsă, deter- 
minând direcţiile acestor tangente. Am văzut că ecuaţia 
unei tangente la elipsă, a cărei direcţie este m, va fi: 


y = ma + Vap tb. 


Pentru a găsi valorile lui m, vom scrie că această dreaptă 
este tangenta dusă din My (£o, Yo) sau că trece prin acest 
punct. Deci: 


Yo = MT + V m b, yo — map = + V æm yp i. 
Ridicând la pătrat, găsim ecuația : 
m? (102 — a) — 2 ma Yo + Y — b = O, (D) 


care va da coeficienții unghiulari ai celor două tangente 
din M, 
Pentru ca aeeastă ecuație să aibă două rădăcini, trebue : 


© E? Yo — (402 — a?) (Yè — b?) 20, 


sau : 
do? Y? 
a2 + p T l >20. 


Primul membru al acestei neegalități este primul membru 
al ecuații elipsei. 

Pentru a rezolvă această neegalitate, să considerăm în 
general curba f(x, y)—0 şi două puncte A (® Yo), B (£1 Yı) 
din planul ei. Coordonatele unui punct M al dreptei AB 
sunt de forma : 
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pa Do FA ok 4 gœ ~ AM 


ii SN ? 


lar” L4 BM 


4 variind de la O la o, când M descrie segmentul AB. 
Punctul M este pe curba f (æ, y) = O, când 4 verifică ecuaţia: 


O r Yo + n) = 0. 
1+4 1+4 

Pentru fiecare rădăcină a acestei ecuații corespunde un 
punct de intersecție al curbei date cu segmentul AB. Să 
substituim în F (4) pe şi co; pentru 4= 0, rezultatul înlo- 
cuirii este f (æo, Yọ); pentru à = os, 


to tH 4a y tiA 
1+4’ 1+4 


se reduc la æ, yı şi deci rezultatul înlocuirii este f (æ, Yı) 

Prin urmare, dacă f (æy) şi f (Xu Yo) au acelaş semn, e- 
cuația F (4) =Q are un număr cu soț de rădăcini între O 
şi œ, şi deci segmentul AB taie curba dată întrun număr 
cu soț de puncte, sau în nici un punct, aşezată între A şi B. 

Dacă însă f(x, Yo) şi f (æ, Yı) au semne contrarii, ecuaţia 
F (4) = 0 are cel puţin o rădăcină reală între 0 şi >œ şi 
deci segmentul AB taie curba dată cel puţin într'un punct 
sau într'un număr fără soţ de puncte, aşezate între A şi B 
şi reciproc. 

De aci urmează că dacă A şi B sunt două puncte, pe care 
unindu-le, nu traversăm curba f (æ, y) = 0, adică ambele 
puncte A şi B aşezate în interiorul sau exteriorul curbei 
date, rezultatele substituirii în f (æ, y) a coordonatelor acestor 
puncte au acelaş semn. Prin urmare, dacă f(x,y) are un 
semn, când înlocuim pe æ şi y cu coordonatele unui punct 
A dintro regiune în care curba f (x,y) =0 înparte planul, 
rezultatul înlocuirii în f (x, y) a coordonatelor unui alt punct 
B din aceiaşi regiune cu A, va avea acelaş semn. 

Din contră, dacă A şi B unite, so traversează curba 
f (æ, y) = 0, cu alte cuvinte A ar fi în interior, de ex., iar B 
în exteriorul curbei, rezultatele substituirii în f (æy) a coor- 
donatelor acestor puncte, vor avea semne contrare. 

Aşa dar, o curbă f (æ, y) = 0, în cazul nostru elipsa, înparte 
planul în două regiuni; pentru punctele regiunii interioare; 


) 
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primul membru al ecuaţii elipsei are un semn, iar pentru 
punctele vegiunei exterioare, semn contrar. Pentru a determină 
aceste semne, se vede în ce regiune este origina şi ce semn 
are rezultatul înlocuirii. 
a . . . . 2 
Pentru elipsă, în regiunea interioară, expresiunea —— 
< a2 


y: i 
+ p T 1 va aveà acelaş semn, pentru toate punctele 
(x, y) din această regiune, adică semnul —, dat de origină 
(2 = 0. y = 0); pe curbă acea expresie este zero, iar în re- 
giunea exterioară elipsei, expresia : 
æ? y2 
a + $e —1>0, 
adică este pozitivă. 
Revenind la discuția rădăcinilor ecuații ce dă aoaient 


unghiulari ai tangentelor, putem spune: 1) Dacă punctul 
M, (£ Yo) este exterior elipsei, avem : 


2 
+ $r - 150 


deci se pot duce două tangente. 
2) Dacă, M, este pe curbă, 


Ha —1=0, 


şi deci se poate duce numai o singură tangentă. 
1) In sfârşit, dacă Mọ este interior elipsei, 


To? 2 

pu -+ n — 1 < 0, 

şi deci nu se poate duce nici o tangentă din acest punct. 
Pentiu a găsi chiar ecuația tangentelor duse din M, (£o, y) 

la elipsă, vom scrie ecuația unei drepte ce treca prin M,, 


Y — Yo = M (x — 29) 


şi vom înlocui în (I) pe m cu valoarea scoasă din această 
ecuație, 
— Y Y 

æ — Lo 
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Vom avea ecuaţia comună a tangentelor : 
Y — Y (ao — a) — 2 ao yo (2 — o) (Y — Yo) 
+ (Y -— b°) (£ — to) = 0 


care descompusă în doi factori de gradul întâi, ne dă ecu- 
ațiile în parte ale celor două tangente duse din Mg. Acea- 
stă ecuație se mai scrie i supt forma: 


o? D 
( a: Ei 1) (3 a T 7, ai 1) 
zm o A 
— (7 y Mi o 1) =0. 
73. Aplicație. Să se găsească locul punctelor M, de unde 


se poate duce două tangente perpendiculare la elipsă. Ecuația 
ce dă coeficienții unghiulari ai acestor tangente fiind: 


m? (Xè — a?) — 2 m £o Yo + y? — b? = 0, 
condiția ca cele două tangente să fie perpendiculare este: 
m'm” + 1 = Q, 

de unde: 
yë — b i= 
m? — a T 
2 yp = è F be 
Deci punctul M (e, yo) descrie un cerc a cărui rază este 
V a + b. Acesta este cercul lui Monge al elipsei. 


74. Ecuația normalei la elipsă. Fie M, (x, y) un punct 
al elipsei : 


sau : 


x2 yY 


a +F b ` 1=0 
Deci: 
Lo? Yo __ 
a `“ b E 


Normală se numeşte dreapta perpendiculară în M, pe 
tangenta în Mọ la elipsă. Ecuația tangentei fiind: 


Za Ò 
Yo 4 


Y — Yo = — (2 — To), 
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acea a normalei în M, (£o Yo) va fi: 


aYo 
by 


Y — Yy = (2 — £o 


75 Diametrii. Diametrii conjugați. Să găsim ecuația dia- 
metrului conjugat coardelor paralele cu direcția: m = tgo, 
a fiind unghiul acestor coarde cu Oz. M, (2, Yo) fiind mij- 
locul unei coarde de direcție m, coordonatele unui punct 
al acestei drepte sunt: 

æ = g, + rcose, y = Yo + rsina, r = MM. 


Scriind că acest punct este pe elipsă, se obține: 


2 . 
p2 Cos g sin?a p27 = cosg na Yo Sina 
a ae b? 


Bo? Yo? 
+ a zo = l = 0. 
Scriind că M, este mijlocul coardei M' M”, punctele M' M” 
fiind corespunzătoare valorilor 7! şi 7”, avem: 


z + g” p= 0, 
de unde: 
To cosa Ya sina 
ua 


a? b2 =N 


Locul punctului M, (9, Yo), mijlocul coardelor de direc- 
tie m = tge, 
este: 
b2 
Vo = = a? tg u To 
Deci as diametrului conjugat D al coardelor de di- 
rece mA "este : 


b2 
a2m 


qai 


X, 
adică o dreaptă ce trece prin centru. Coeficientul unghiular 
m' al acestei drepte fiind: 


; b? 


m — =; 
a2 m? 
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rezultă că între coeficienții unghiulari m, m, ai coardelor 
şi diametrului, există relația : 
Lă b2 
mm = — e’ (1) 
Considerând coardele paralele, de direcţie m', ecuaţia dia- 
metrului conjugat D’ cu aceste coarde, va fi: 


b2 
I S — ae mi 
iar coeficientul unghiular al acestui diametru este: 
b2 
— = m 
a? m 


ceeace rezultă, observând relația ¢1). 

Diametrii, D şi D', astfel că unul din ei să fie conjugat 
coardelor pàralele cu celalt, se numesc diametrii conjugați. 

76 Construcția a doi diametrii conjugați. Printre coar- 
dele de direcţie m, sunt şi tangentele la elipsă paralele cu 
această direcţie. Insemnând cu M’, M” punctele de contact 
ale acestor tangente, mijloacele acestor coarde sunt M' şi 
M” şi deci diametrul conjugat direcţii coardelor conside- 
rate, va fi dreapta M'M”. De aci rezultă o construcție a 
diametrului D' conjugat diametrului D. Fie OM un diametru ; 
ducem tangenta în M la 3lipsă; dreapta OM’ paralelă cu 
această tangentă, este diametrul conjugat cu D. 

77. Demonstrare geometrică a relaţii ce există între 
coeficienţii unghiulari ai doi diametrii conjugaţi. Vom 
consideră elipsa ca proecţia unui cerc. Fie AA’, BB’ axele 
unei elipse al cărei care director este cercul de diametru 
AA' (Fig 84). Doi diametrii per- 
pendiculari OM,, OM", în cerc, 
sunt astfel că unul din ei este lo- 
cul mijloacelor coardelor paralele 
cu celalt. Proectând aceşti doi dia- 
metrii perpendiculari, coardele pa- 
ralele se vor proectă după drepte 
paralele ale căror mijloace sunt 
proiecţiile mijloacelor coardelor 
din spaţiu şi deci vom obţine doi 
diametrii, OM, OMN’. conjugaţi, ai 
elipsei, căci se obţin după proiec- 8 
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ţie tot două drepte, astfel că unul din ei este locul mij- 
loacelor coardelor paralele cu celalt. 

Să însemnăm cu aşi a unghiurile AOM, AOM; deci: m = 
tea, m' = tgu', Fie P şi P' proecţiile lui M, şi M,peA A’. 
Ştim că între ordonatele: MP şi M, P ale unui punct al 
elipsei şi al cercului ($ 66) există relaţia: 


MP 


pi 
MP > a 


Să găsim relaţia dintre unghiurile AOM, = œ, AOM, 
= 0%, din planul cercului şi o, o din planul elipsei. Avem: 


MP = OP tga, MP == OP tga. 


De unde: 
MP tgo 
MP © tga’ 
Insă: 
MP d. 
MP 7 a’ 
deci : 
tga = b | (1) 
tgu a 
De asemenea : 
tga _ b (2) 
teo, a` 


Insă OM, şi OM”, fiind perpendiculare, 
a = 90 + au; 
deci : 
tga', = — cotgay. 


Relaţiile (1) şi (2) devin: 


tga b tg __ b 

tga ~ a’ cotga a` 

Inmulţindu-le între ele, obţinem: 
i b? 
tga tga = — a2 ’ 
sau : 

b 
mm = —— 
PE 
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Aceasta este relaţia între coeficienţii unghiulari a doi dia- 
metrii conjugaţi : 
b2 


= me = ng = —— g 
Y Y a2 m 


78. Proprietăţile metrice asupra diametrilor. Fie (x y’), 
coordonatele unui punct M' al unei elipse: 


x y2 


-a t p T l 50 


I. Să ne propunem a calculà coordonatele (2, y”) ale 
punctului M” al elipsei, astfel ca OM' şi OM” să fie doi 
diametrii conjugați. 

Avem: 


. 02 y”? x 2 
0 H ol. 


Intre coeficienții unghiulari : 


ai celor doi diametrii conjugaţi, avem relaţia: 


2 t n 
PEN PEE E E E 
a! æ x a? 
De unde deducem : 

y” qx” 4 Mg æ” 2 

b _ —a _+V b2 + a +3 
A y aa Pi y? 7 
a b + a? b2 


Dublul semn corespunde extremităților celor doi diametrii. 
Luând semnul +, avem formulele lui Chasles: 
n b 1 u — a , 
y == “a T, IL = 5 Y, 
care ne dau coordonatele (x", y") ale capătului diametrului 
conjugat în funcţiune de coordonatele (x, y) ale primului dia- 
metru. 
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II. Fie OM, OM” doi diametrii conjugaţi şi M(, y), 
M” (x", y"); am văzut că: 


Avem: 
" n n a? | b2 ' 
OM? =x? ya Y ap ati 
deci: 


Sa e i 2, bo, p L2 
OM?+0M? =x +y? py?’ a: iii (1 + + 


Lă a 
(+) 


OM? + OM”? = (ab) ( +) 


a 


Tinând seamă de ecuaţia: 
m? y? 
a? i 2 7 ” 
rezultă : 
OM’? + OM”? = @œ@ + b2 = OA? + ORB. (1) 


Să calculăm suprafaţa triunghiului OM'M”. Ştim (§. 40, 11) 
că suprafaţa unui triunghi ale cărui vârfuri sunt: O (o, o0), 
M'(a' y), M(x", y"), este: 


0 0 1 
1 [i , 1 i n d n 
S =y s y 1 =z (8 y — y z”) 
x” y” ] 


Inlovuind pe x”, y”, după formulele iui Chasles, avem: 


l/b , a, 1 æ? y? 1 
za (at s)= a a b (pt p) = gab (u) 


Observând formulele (I) şi (II), putem enunţa teoremele 
lui Apollonius: I. Suma pătratelor a doi semidiametri conju- 
gați este constantă şi egală cu suma pătratelor semiawelor ; 1I) 
Suprafata triunghiului format de centru şi capetele a doi dia- 
metrii conjugati este constantă și egală cu jumătatea suprafeţei 
dreptuny hiului construit pe axe. 

79. Suprafața elipsei. Pentru a găsi suprafaţa elipsei, vom 
reaminti teorema următoare: Suprafața unui triunghi din spa- 
tiu fiind S, iar aceia a proecții acestui triunghi pe un plan 
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fiind S,, dacă œ este unghiul format de planul triunghiului 

cu planul pe care se face proecţiunea, avem : 

S, = S cosa. Ri 
Ca să demonstrăm această teo- 

remă, considerăm (Fig. 85) triun- 

ghiul din spaţiu AB, C}, a cărei 

proecţie pe planul figurei este A 

triunghiul ABC; dreptele B; C, ui 

BC întâlnindu-se pe planul figu- 

rei în D, avem: Fig. 35. 


Supr. ABC = Supr. ABD — Supr. ADC. 


Insă, a fiind unghiul format de planele ABD, AB, D, adică 
unghiul format de perpendicularele BH şi B,H pe AD, avem: 


Supr. ABD = ; ADXBH=} ADXB, E cos BHB, = 
= AD. B, H cos qg, 
Supr. AB, D = 3 AD. Bl. 
Deci : Supr. ABD = Supr AB, D cos. 


De asemenea: 


Supr. ACD = Supr. AC, D cos e. 
De unde: 


Supr. ABC = Supr. AB, D cos a — Supr. AC, D cosa. 
Supr. ABC = (Supr. AB, D — Supr. AC, D) cos « = 
Supr. AB, C, cos a. 


Pentru a găsi suprafaţa elipsei, vom împărţi cercul princi- 
pal al elipsei, în foarte multe triunghiuri OM, M,, OM, Mẹ., 
având toate acelaş vârf O, iar celelalte două vârfuri M,, M, 
pe cerc. Cosinusul unghiului format de planul cercului cu 


planul elipsei fiind le să proectăm toate triunghiurile 


10 
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OM, M,, OM; My... 


pe planul elipsei şi vom obţine triun- 
ghiurile om; Mo OM ma... ale.căror suprafeţe vor fi: 


om; m, = OM, Ma. LA 


= b 
OMog Mg = OM, M,. a? 
Adunând, avem : 


Omm, + Omm, +. b 


(oum + OM,M, +) 


Insă, când punctele M,,M,,... sunt foarte apropiate şi m, 
May... vor fi foarte apropiate, iar sumele : 


Omma + Omma + -., 
OM,M; + OM.M; +... 


sunt tocmai suprafața elipsei şi a cercului. Vom avea deci 
la limită: 


S = Supr. elipsei = ° Supr. Cere., 
a 


sau : 


Prin urmare, suprafața elipsei : 


x” 2 
Z+% —1=0 
este : 
mx ab. 
Exerciţii. 


1. Intr'un punct M variabil al unei elipse se duce tangenta care 
taie tangentele la extremităţile axei mari AA’ în punctele P,P’. 


I) Să se demonstreze că produsul AP. A'P' este constant. 

II) F, şi F’ fiind focarele, să se arate că dreptele PF, P'F' se taie 
pe normala la elipsă în M. 

III) Să se arate că cercul de diametru P P’ trece prin focare. 


d (a — xo) n, Ù (a + x) ; 
R. M (Lo, Yo) AP = ayo , A'P'= ay . AP. AP'=b2. 
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Să scrie ecuaţiile dreptelor PF, P'F', (c? = a? —- b?) şi se vede că 
coordonatele punctului lor comun sunt: 


— CD, —- We), 
( a a— ec 


: b2 
Centrul cercului de diametru PP' este (o, yo) iar raza : 


2. F, F’ fiind tocarele elipsei ale cărei axe sunt a și b, să se calcu- 
leze distanțele de la un punct M al elipsei la focare. (MF, MF” se nu- 
mesc raze vectoare) în funcţiune de abscisa punctului M (®, yn). 

II Să se scrie ecuațiile directoarelor elipsei date. 

III Să se găsească locul geometric al punctelor P astfel că raportul 
distanțelor acestor puncte la focarul F şi directoarea corespunzătoare 


să fie constant şi egal cu + (e = V aè — 22. 
2 b2 
R. MF? = yo -+ (c — o)? = zi (a3 — x?) + (e — au. 


c c 
I) MF = a — gr MF =a 4 q o 
ce ce 
II) z —1=0, pa +1=0 
III) Locul este chiar elipsa dată. 
3. Se dă dreapta AA'= 2a şi punctul F pe această dreaptă. Pe 
perpendiculara în P pe dreapta AA, se ia punctul M, aşa că: 


MP? 
== Kz 
PA. PA' 


I) Să se afle locul geometric al punctului M, când P descrie 
-dreapta AA. 

II) Fie R,R punctele de intersecție ale dreptelor MA, MA! cu per- 
pendiculara pe mijlocul O al dreptei AA'. Să se arate că OR.OR'= const. 

R. A (a0) A'(—a, 0). M (xa, Yo). Locul o elipsă. Ecuația locului: 


Yo? oge E y 
(a — æ) (a -F æ) Kë a: SI Ra > L 
ay ay ; À 
RO= „`am, OR'= ala OR. OR' = a2 K. 


4. I) Să se arate că produsul distanțelor focarelor la o tangentă 
oarecare la elipsă, este constant şi egal cu b2. 

II) Să se afle locul geometric al proecții focarelor pe tangente. 

R. Ecuația unei tangente se va scrie: 


y = me + Vma? +b 
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I) P, P’, fiind proecţiile focarelor pe tangentă, avem : 
FP. F'P'= b2, 


II) Locul lui P se obține eliminând m între ecuația tangentei şi 
perpendicularei din F pe ea. Se găseste cercul director : 


x2 + y2 = q2? 


5. Se dă un cerc de centru O şi diametru AA'= 2 R. Dintrun punct 
M al acestui cerc, ca centru, se descrie un cerc tangent în N dreptei 
AA!, care va tăiă cercul dat în punctele O şi D. Sa se afle locul geo- 
metric al punctului de intersecţie a dreptelor MN şi CD. 

R. A(R,o), A'(— R,0). M (2,0). Cercul de centru M are ca ecuaţie: 


x2 p y — 2x — 2? yy + x? = 0 


CD este axul radical al cercului dat şi celui cu centru în M, Lceul 


este elipsa : 
x? 4 y2 


Rz Re =i 


6. M fiind un punct variabil al unei elipse cu focarele F şi Fi, se 
duce dreapta FM şi perpendiculara din centru pe tangenta în M Ia 
elipsă. Sá se afle locul geometric al punctulii de intersecție a acestor 
două drepte, când M descrie elipsa. 

R. @æ2 + y — æ = 0. 

7, Din fiecare punct M al unui cerc O se lasă perpendiculare MN 
pe o dreaptă D. Se cere locul mijlocului dreptei MN. 

R. D — Oz. Cercul: (2 — o} + (y—a} = R2. 

Locul este elipsa : 

x2? + (2 y — a = Re. 


a i 
Transportând axele paralel în (o, S) elipsa are ca ecuație : 


8. O dreaptă AB de mărime constantă (a+b) se reazemă pe două. 
drepte perpendiculare Ox şi Oy, A fiind pe Ox, B pe Oy. Se cere 
locul punctului M al dreptei AB, ştiind că AM = a, BM = ù, a gi b 
fiind constante, când AB variază ca poziție. 

R. A (%0), B(o,f). M (xy). + fe = (a + b} 


— e be 
1+%  1+ł 


LX 


Locul este elipsa: 
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x2 y? _ 
w tgl 


9, să se afle locul geometric al punctelor, astfel că suma pătrate- 
lor distanțelor la două drepte OD şi OD’ să fie constantă și egală 
cu K2. 

P. Se ia ca Og şi Oy bisectoarele unghiului DOD',OD = y — ax =0. 
Locul este elipsa : 


2 a? x? 2 y? =i 
Ke + 02 K a+ 


10. Să se găsească locul mijloacelor coardelor unei elipse, ştiind că 
aceste coarde trec printr'un punct P. 

R. P (p,q). Fie Mo (22o,yo) mijlocul unei coarde. Se scrie coordona- 
tele unui punct M (ær cos @, yor sin 0) al acestei drepte şi ară- 
tând că este pe elipsă, se pune condiţia că ecuaţia ce dă valorile lui 
T, are suma rădăcinilor zero. Se înlocueşte în relaţia găsită pe: 


tga = I= Z Yn 


P— zo 

căci dreapta M.P este definită prin două puncte, al cărei coeficient 
unghiular tg a este dat de relaţia de mai sus. Locul lui M, este elipsa; 
D? x F a! Yo — d p to — a q Yo = 0. 

11. O coardă a unni cerc se deplasează paralel cu o direcție fixă. 
Prin extremitățile ei se duc paralele cu donă direcții date. 

Să se afle locul geometric al punctelor de întâlnire a acestor para- 
lele. 

R. Se ia ca origină centrul cercului, iar ca Ox paralela prin O 
cu direcția coardelor. R fiind rază cercului, m, m’ direcţiile paralele- 
lor, y = À ecuația unei paralele cu Ox, se va duce prin punctele ei 
de intersecție cu cercul paralele şi se elimină A, între ecuațiile lor. 


y—À , Ma | 
“m “PV R-— ìs m Et R, 


Locul este elipsa : 


2mm a 
a — mn P xe ( — = R2. 
(2 mhz + pi Alt 


12. Să se afle locul geometric al punctelor de unde se poate duce 
la elipsă două tangente, astfel că dreptele ce unesc centrul elipsei cu 
punctul lor de contact, să fie doi diametrii conjugaţi. 

R. Ecuația ce dă coeficienţii unghiulari ai tangentelor duse din 
Mo (£a, Yo) este: 


m? (x — a?) — 2m xo yat y? — b2= 0, 


Se ține seamă că tangentele din Mọ sunt paralele cu diametrii con- 
jugaţi. Locul este elipsa : 
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13. Fiind dată o elipsă cu axa mare AA! şi cercul său director (cer- 
cul de diametru AA’), se duce printr'un punct M al elipsei o perpen- 
diculară pe AA’, ce taie cercul în punctul N (M şi N fiind amândouă. 
de aceiaşi parte a lui AA'). Să se afle locul geometric al punctului 
de intersecţie a normalei în M la elipsă şi normalei în N la cerc. 

R. M(acos Y, bsin W), N (a cos Y, asin W). Locul 
este cercul: 


x2 + y2 = (a + b). 


14. Se consideră o elipsă raportată la axele sale Ox, Oy şi două 
puncte D şi D’ pe Oy, astfel ca: OD = OD’ = d; fie M (xo, yo) un 
punct variabil pe elipsă, 

10. Dreapta DM taie pe Oz în N; să se afle locul geometric al punc- 
tului R de întâlnire al dreptelor OM şi DN. 

R. M (za, Y), D (0, d). Ecuația locului geometric este : 


T Tra) ii » H) = 


15. Să se afle locul geometric al intersecții perpendicularei din focarul. 
F pe tangentà în M, cu dreapta OM. 

R. Directoarea corespunzătoare focarului F. 

16 Locul intersecții tangentelor la capetele a doi diametrii conjugați 
ai elipsei este o elipsă. 

R. OM, OM’ doi diametrii conjugați. M' (æ, y'), M"(Œ", y”). Se calcu- 
lează cu formulele lui Chasles coordonatele (æ”, y") cu ajutorul lui (Œ',y') 


t Li 
Se scrie ecuaţiile tangentelor în M' şi M”: zE + E — 1 = Q, ete. 
Locul este: 
x2? y2 
aa apt 


17. Să se afle locul geometric al punctului de intersecție al perpen- 
dicularei din focarul F pe tangenta în M la o elipsă cu linia ce uneşte 
centrul cu punctul de contact al tangentei. 

R. Directoarea corespunzătoarea focarului F. 
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80. Iperbola este: /ocul punctelor a căror diferenţă a dis- 
tanțelo” la două puncte fire F şi F', numite focare, este 
constantă şi egală cu 2a. 

Să însemnăm cu 2c distanța focală FF' şi să luăm ca axe 
Oa şi Oy, dreapa FF! şi perpendiculara în mijlocul ei O.M (x, y) 
fiind un punct al locului căutat, ecuaţia curbei va fi: 


MF — MF = 2a, 
æ — eA y — ve t ea = ț da. 
Ridicând la pătrat şi făcând operațiile, avem: 
2 (a? + pf a 09) — 2 (at pt co — 42 a? = da. 
sau : 
V Hy H PR tea = (mt yH o — 2a. 


Ridicând din nou la pătrat şi aranjând, se obţine aceiaşi 
ecuaţie ca la elipsă: 


Insă, în triunghiul FMF”, avem: 


FE > MF — MF. 
De unde: 
2c > 2a, c>, 


şi deci putem pune: 
a? — e = — 02, e =a thd, 


Aşa dar ecuația locului geometric este: 
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x2 2 
A L=0. (1) 
Aceasta, este ecuaţia iperbolei. 

Ecuația curbei, conţinând puterile cu soţ ale lui z şi y, 
este verificată şi pentru valorile: (— x, y), (— x, — y), (x,—y), 
ceea ce probează că iperbola este o curbă simetrică în raport 
cu axa Oy, punctul O, axa Oz. Origina O se numeşte centrul 
de simetrie al curbei, Ox se zice axa focală, iar Oy axa 
nefocală. 

Căutând punctele de intersecţie ale iperbolei cu axele de 
coordonate, se vede că numai Oa taie curba în puncte reale, 
ale căror coordonate sunt. (a, 0), (--a, 0), şi se numesc 
vârfurile iperbolei. 

Axa Ox care taie curba se numeşte axă transversă, iar 
Oy axă netransversă, sau imaginară. 

81. Forma curbei. Asimptote. Rezolvând ecuaţia (1) în 
raport cu y, avem: 


p 
y = + Pa y x? — a2, 
Vom construi numai ramura : 


y = ä y 2 — aè, 


cuprinsă în unghiul zOy, adică făcând pe % să varieze de 
la O la + oo. Insă pentru ca y să existe, trebue: 


a2—a2 20, aa, x<—a. 


Deci curba este exterioară regiunei determinată de drep- 
tele CC,, C'C", (Fig. 36): 

æ —a=0, x+a=0. 

Când za=—a, ob- 
tinem punctul 
A (a, 0); făcând pe 
a să crească, şi y 
creşte, iar când 
æ= şi y=ce. 


Să căutăm limita 


raportului: 

Lataa 

x a Ty’ 
Fig. 86. când æ = œ. A- 
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gar statue datata O PRI f 
ceastă limită fiind q7 Wrmează că iperbola se apropie, când 
æ creşte nemărginit, de dreapta OC: 


= L. 
y a 


Să considerăm diferenta : 


d = A gz — 4 V x2 — q2, 
a a 
a ordonatelor a două puncte M, şi M ale dreptei OC şi 
iperbolei, corespunzătoare la aceiaşi valoare a lui x = OP. 
Când æ creşte, se vede că această diferenţă se micşorează, 
iar când æ tinde către infinit, avem: 


limd_ b; (æ — V æ — at) (@ +V x — a’) 
> im S T = 
s+ e—a 
b iia ar 
e PF a — a? 
deci : 
lim d = Q. 
w = o0 


Prin urmare, curba se apropie de dreapta OC, 


şi când a creşte nemărginit, această dreaptă atinge curba, 
sau este tangentă iperbolei la infinit. Dreapta : 


se numeşte o asimptotă a îperbolei. 
Considerând ramurile simetrice cu cea studiată, se vede 
că iperbola mai are o asimptotă, dreapta OC}: 


2, 
y= a 


Asimptotele iperbolei sunt diagonalele dreptunghiului 
CC, O'C,, construit ducând paralele prin extremitățile A şi A' 
ale axei mari, pe care se ia lungimile: 


www.digibuc.ro 


154 


AC = AC, = AC, = A'O = b. 
Luând simetrica ramurei construite în raport cu Oz, Oy, O, 
se obține toawă iperbola (Fig. 36). 
Când asimptotele : 


b b 
r 0. Ata a? 


ale unei iperbole sunt perpendiculare, adică : 
a = b, 
iperbola se zice echilateră: iar ecuația ei, raportată la axe, este : 
x2 — y = a', 
Exemplu. Să se construiască iperbola : 


æ p i 

16 9 
Avem: a= 4, b = 3. Construim asimptotele astfel : figurăm 
punctele A (4, o), A'(—4, o), B(o, 3), B'(0,—3); construim 
dreptunghiul CC, C C, (Fig. 36); diagonalele dreptunghiului 
sunt asimptotele iperbulei. Pentru a construi focarele F (c, o), 
F'(—c, o), ne servim de formula : 


co = a? + b2, 


care probează că distanța OF este ipotenuza triunghiului 
dreptunghic, ale cărui catete sunt OA, OB, adică OC; deci 
descriind un cerc din O ca centru gi cu OC ca rază, el va 
tăia axa transversă în focarele iperbolei, F şi F'. 

82. Iperbola definită ca alt loc geometric. Construcția 
iperbolei prin puncte. Se dă un cerc cu diameiru AA'=2a 
şi o dreaptă D perpendiculară ne AA! şi depărtată de centrul O 
cu distanța b. Prin O se duce n rază variabilă OM a cercului 
O, care taie dreapta D în N. Tangenta în M la cerc taie dia- 
metrul AA' în P. Paralela din M la AA! şi perpendiculara 
în P pe AA! se taie în R. Să se afle locul geometric al punc- 
tului R, când raza OM variază. 

Luăm AA! ca Oz şi perpendiculara în O ca Oy. Să însem- 
năm cu ọ unghiul variabil x OM. Avem, însemnând cu Q 
intersecţia dreptelor AA! şi D,: 
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za ali TO = 
OP = T NQ = btgg. 


Coordonatele punctului R vor fi: 


a 
R. s= osp I5 btep 


Ca să elinimăm pe g, procedăm astfel: 


x 1 y sinp 
= = $ 
a cosp’ b coso 
i y” 1 sin*%p 
a? b? cos2p  cos?P 


Deci, locul punctului R este iperbola : 
x 4? 


=" — 1 =0, 
a2 p2 


ale cărei semi axe sunt: a, b. 
De aci, deducem reprezentarea parametvică a iperbolei : 
2 ? 


a y _ 
œ p zii 


anume, exprimarea coordonatelor unui punct al curbei, în 
funcţiune de un parametru variabil g, 


s= “| , y= btgg. 


cose 

De asemenea, enunciul problemei de față este o metodă 
pentru construirea prin puncte a iperbolei ale cărei semi axe 
sunt a şi b. 

83. Ecuația tangentei întrun punct al iperbolei. My (£v Yə) 
fiind un punct al iperbolei : 


pentru a obține ecuația tangentei în acest punct, vom pro- 
ceda analog ca la elipsă ($ 69) şi ecuația ce dă valorile 
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lui r, corespunzătoare punctelor de intersecţie ale iperbolei 
cu o dreaptă ce trece prin M,, va fi: 


2 2 in? cosa g Zu? yo? 
cos“ & sına — mai A 
r | 2- fi E +2r| æ +z —1—0. 


Prin urmare, o dreaptă taie o iperbolă în două puncte la 
distanță finită, în general, afară de cazul: 


cos2a sin2a __ 0 
aa BO’? 


adică: tga = + a? 
când dreapta considerată este paralelă cu una din asimptote, 
când unul din puncte este la distanță finită şi altul la in- 
finit (r = œ). 

Scriind că cele două puncte de intersecție se confundă cu 
M,, vom avea: 


r YÈ j g% cosa ysna == 
a? b: q2 b: 7 i a2 Yo ? 


iar ecuația tangentei la iperbolă în Me (o Yo) este: 


b? a, Xo” Y02 
Y— = e æ m |E — y —1=0], 
sau: 
2 2 
TLA YYo — Lo Yo = 
a a We — 10, (7 T p -1=0)} 


84. Tangente paralele cu o direcție dată. Procedând ca 
la elipsă (§. 70) ecuația tangentelor la iperbolă paralele cu 
direcția m, va fi: 


y = mata mi. 


Va corespunde numai o singură tangentă, când direcția 
m este asimptotică (dreaptă de direcția m paralelă cu una 
din asimptote), în care caz, tangenta este chiar acea asimp- 
totă. 

In general, însă se pot duce la iperbolă două tangente 
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paralele cu direcţia m, când această direcţie nu este asimp- 
totică. 
85. Polara unui punct față de iperbolă. Directoare. 
Printrun procedeu analog ca la $ 71, se va obţine ecuaţia: 


Z Lo Y Y i =Q, 


a polarei punctului Mo (£o Yo) în raport cu iperbola : 


x2 2 
e a 


Polarele focarelor F (e, 0), F (— c, 0), sunt: 


ca cC £ 


a t1=0, 


şi se numesc directoarele iperbolei. 

Pentru găsirea polului unei drepte date, se procedează 
ca la elipsă. 

86. Ecuația tangentelor duse dintr'un punct la iperbolă. 
Punctele de contact ale tangentelor duse din M, (2, Yo) 
la o iperbolă: 

x? y? 

ea aa L=M, 
sunt (x', 9), (æ, y”), ale căror coordonate sunt rădăcinile 
ecuaţiilor ($ 72): 


a? y” A Ya y 

æ ` e —1=0, až — b2 —1 = 0, 
sau, punctele de intersecție ale iperbolei cu polara lui Mo. 
Ecuațiile celor două tangente vor fi: 


2 _ SU 10, 22 Ve aia 


a: b? 
Ecuația care dă coeficienții unghiulari ai celor două tan- 
gente, duse din Mo (£o; Yo), este urmând ca la elipsă: 
m (£2 — a) — 2 m Lo Yyy H yè + 2 = 0. 
Condiţia, de realitate ale rădăcinilor acestei ecuații, este : 


L Y — (2 — 02) (yo + d) 2 0, 
sau: 
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B o — 1<0 


Ca şi în cazul elipsei, iperbola împarte planul în două re- 
giuni (din punct de vedere elementar ar fi trei); într'o re- 
giune, expresiunea: 


2 
a2? 


— sd 
pa 


are un semn, pescurbă valoarea ei este zero, în cealaltă regi- 
une, semn contrar, În regiunea unde se află origina, va a. 


veă semnul ca se obţine făcând z = y = 0, adică: 
w? Y 
a? i b? 1 < 0, 


în cealaltă regiune va avea semnul +., 

Prin urmare, când punctul My (Œo Y} este în regiunea 
unde se află origina (centrul) se pot duce două tangente; 
când M, este în cealaltă regiune, nu se poate duce nici 
una; când M, este pe curbă se duce numai o singură tan- 
gentă. 

Aplicaţie. Locul punctelor de unde se poate duce la îperbolă 
tangente perpendiculare, este cercul: 

w? + Y = @ — b?, 
concentric cu iperbola care există numai pentru a > b, a- 
dică dacă unghiul a simptoelor care conține iperbola este 
ascuțit; cercul se reduce la un punct când a = b (iperbolă 
echilateră). In orice alt caz nu există puncte de unde să 
se ducă la iperbolă tangente perpendiculare. 

87. Ecuația normalei la iperbolă în punctul Mo (£o, Yo) 
este : | 
pb am T — 

2 Xo b: b 

88. Diametrii. Diametrii conjugaţi. Locul mijloacelor 
coardelor paralelo, adică diametrul conjugat coardelor de 
direcţie m, care se obţine ca la elipsă ($ 75), va fi: 
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Toţi diametrii deci trec prin centrul iperbolei. Coeficien- 
tul unghiular m’ al acestui diametru fiind: 
b2 
a? m 


2 


rezultă că între coeficienţii unghiulari m şi m' există re- 
laţia : 
p 


2 


m m = 


Considerând coardele de direcție m’, adică paralele cu 
diametrul D, diametrul D' conjugat acestor coarde va fi: 


b2 


om ” 


y = 
şi deci între coeficienții unghiulari a doi diametrii conju- 
gaţi, D şi D’, există relaţia: 

, be 


mm = a? ’? 


iar unul din ei este locul mijloacelor coardelor iperbolei, 
paralele cu celalt diametru. 

Pentru a vedea poziția a doi diametrii conjugaţi D şi D' ai 
iperbolei, să însemnăm cu a şi o' unghiurile lor cu Og; 
avem : 


tga. tg« = a > 0, 


Deci dacă unul din diametrii este în unghiul æ o y, 
(a < 90), şi celalt diametru este tot în unghiul æoy, căci 
din relaţia de mai sus, se găseşte: 


; b? 
Mea > a? tg a 


>0, œ < 90. 


Mai mult, dacă unul din diametrii, de ex. : 
y = mg, 
taie iperbola, celalt : 


p2 


E; 
a2 m? 


y = 
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nu mai întâlneşte iperbola şi este un diametru imaginar, căci 
punctele de intersecţie sunt imaginare. Mai clar, asimptota , 


este cuprinsă în unghiul format de cei doi diametri con- 
jugaţi. 
Când iperbola este echiluteră, ecuaţia ei fiind: 


m — y = Ë, 


cei doi diametrii conjugaţi sunt: 


1 
Y = ME, Y = x; tg a = m, te «d = — = cotg a 
y yY m > 18 7 “e m g 


Deci: 


$ 
a = 90 — a, j 


430 — a + a 
2 


care probează că bisectoarea axelor Oz, Oy este bisectoarea 
celor doi diametrii conjugați, sau că cei doi diometrii sunt 
simetrici în raport cu această bisectoare, care este asimptoia 
îperbolei. 

89. Ecuația iperbolei echilatere raportată la asimpto- . 
tele ei, Ecuația unei iperbole echilatere raportată la axele 
ei fiind: 

| m —p=a: 
asimptotele ei vor fi: 
s— y=0, v+y=0, 
adică bisectoarele axelor. 

Pentru a raportă iperbola echilateră la asimptotele ei, va 
fi de ajuns să învârtim axele Oz, Oy împrejurul originei 
cu unghiul a = 45%. Formulele de transformare vor fi: 

Y y x = X cosa — Y sin qg, 


y = X sin a + Y cos q, 


i a Vă aY) 
2 
y= \? Q +7, 


2 


iar ecuația iperbolei devine : 
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1 
> ZY -AHY a, 
sau : 
a? 
See d 


Schimbând sensul axei OX, ecuaţia iperbolei raportată 
la asimptotele ei va fi: 


y? 


care au aceleaşi asimptote, se zic iperbole conjugate. Axa 
transversă a uneia este axa netransversă a celeilalte. Iper- 
bola conjugată are o altă însemnare. Considerând (Fig. 38) 
punctul P (æ, yı) şi simetrical său în raport cu centru P' 
(—zı,—y1ı) să ducem prin P şi P’ paralelele: 


b b 
yY—n=— , aby t n= a CTA) 


la asimptotele iperbolei date; aceste drepte se vor tăiă în 
punctul Q, ale cărui coordonate se obțin adunând şi scă- 
zând ecuațiile lor, 


| a ; b 
zı = p w Y= a Să 


11 
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De unde 
a, b , 
TD = E a qr 


Punctul P (æ, y,) descrie iperbola dată şi deci: 


v Ye 


z p ` 1 = 0. 
Inlocuind pe x, şi yy deducem: 
x? PAR Yi RE, NE 0, 


a? b2 ! E 


relație care probează că punctul Q descrio iperbola 


gată cu cea dată. 
Ecuațiile dreptelor OP şi OQ fiind: 


> 
1 b? 2, 
yY = £, Y = X 
y a, z Y a: y, > 


se vede că: 
_W hs b? 


mm = : -N 
Lı Y a: 


şi deci OP şi OQ sunt doi diametrii conjugaţi. 


conju- 


Prin nrmare, iperbola conjugată cu cea dată este locul geo- 
metric al extremităților diametrilor imaginari ai îperbolei con- 


siderate. 


91. Proprietăţi ale asimptotelor şi diametrilor conjugaţi. 
I. Doi diametrii conjugaţi formează cu asimpiotele un fasci- 
col armonic. Coeficienţii unghiulari m,, Mo, Mg, M4 ai ace- 


stor drepte fiind: 
b 
Mi = M, Mg = j 3 Mo = a? Mg = — 


relaţia : 


2 (m, m + Mm, m) = (m, + m) (m m) 


este verificată şi teorema este demonstrată. 


TI. O secantă oarecare, neparalelă cu o asimptotă, determină 
în îperbolă şi între asimptote, coarde care au acelaș mijloc. Fie 
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MM! o coardă în iperbolă, al cărei mijloc este N: diame- 
trul conjugat di- 
recții coardelor 
paralele cn MM' 
(Fig. 389), este 
ON. Ducând 
prin O paralela 
OD, cu MM, 
dreptele OD, 
OD, sunt doi dia- 
metrii conjugaţi 
deci formează cu 
asimptotele 
OM", OM, un Fig. 39. 

fascicol armonic. Insă, se ştie că o secantă MM' paralelă 


cu una din razele OD, ale fascicolului, este tăiată în două 
părți egale : 


MN=NMy 


de celelalte trei raze ale fascicolului. Deci coardele MM' şi 
M, M', determinate de o secantă în iperbolă şi între asimp- 
tote, au acelaş mijloc. 

ILI. O cousecinţă a acestei proprietăţi este că: porțiunile 
M, M, M, M, determinate pe o secantă de o iperbolă şi asimp- 
totele sale şi cuprinse între curbă şi asimptote sunt egale. 

IV. O altă consecinţă este că: porțiunea unei tungente cu- 
prinsă între asimptote are mijlocul său în punctul de contact. 

In adevăr, în acest caz (Fig. 39) extremităţile M, M şi 
mijlocul N al coardei, ce secanta PP” ar determină în iper- 
bolă, sunt confundate cu punctul de contact T. 

92. Construcţiuni geometrice asupra iperbolei. I. Să se 
construiască un punct al iperbolei şi tangenta în acest 
punct. Vom presupune totdeauna că îperbola este definită prin 
asimptotele sale şi un punct, căci chiar dacă e dată prin a- 
xele sale, asimptotele se pot construi uşor, iar unul din 
vârfurile axei mari este un punct cunoscut. 
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Fie aşă dar A un punct al iperbolei ale cărei asimptote 
sunt: OC şi OC’ (Fig. 40). 
Să construim un punct ali- 
perbolei. Ducem prin A o se- 
cantă ce tuie asimptotele în 
E şi D; după proprietatea 
asimptotelor, porțiunile se- 
cantei cuprinse între iperbnlă 
şi asimptote sunt egale; deci 
„ pentru a găsi punctul aşezat 

Fig. 40. pe dreapta ED, vom luă 
punctul M astfel ca: 


DM = AE. 


Pentru a duce tangenta în acest punct M, ne servim de pro- 
prietatea că tangenta determină între asimptote un segment, 
al cărui mijloc este punctul de contact. Va trebui să ducem 
prin M o dreaptă mărginită la asimptote, al cărei mijloc 
să fie M. Pentru acesta, ducem prin M paralela MF la asimp- 
tota C'O şi vom luă pe cealaltă asimptotă punctul H, aşă 
că: FH = OF. Tangenta în M la iperbolă este HM. 

93. IJ. Să se afle punctele de intersecţie ale unei drepte 
cu o iperbolă. Pentru a găsi această construcţie, vom rezolvă 
următorea problemă: Fie Mo (o, Yy) un punct al iperbolei : 


z? y? 
a g 


| 
o 


Ecuația comună a asimptotelor curbei este: 


Să ducem prin Mo (£o Yo) o dreaptă al cărei unghiu cu Oz 
este &. Insemnând cu M (x, y) un punct oarecare al aces- 
tei drepte, să găsim ecuaţia ce dă valorile lui r == MM, 
corespunzătoare punctelor de intersecţie ale acestei drepte 
cu asimptotele. Inlocuind pe x şi y cu: 


x = æ, -4 rcosa, y = Yo + tsinga, 


în ecuaţia asimptotelor, avem: 
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(Zu + reosa)? (yo + rsin a)? 


a? b2 z 
De unde: 
o (cosa sin?a £o COS a sin a Yo? 
re ( a — p )+2r( s "7 Sa = 0 
sau : 
„[ costa sina {Zoco __ Jo ~ 
A a e E a? s =o. 


Insemnând cu M’, M” punctele de intersecție, avem: 


MM = r, MM = 


1 


cos2a sin? a 


a b2 


MoM. MM” = r' ” = 


De aci rezultă următoarea proprietate: Dintr'un punct 
M, oarecare al unei iperbole, se duce o paralelă cu o 
direcţie dată, care tae asimptolele în M’ şi M”. Produsul 
M, M’. M,M” este constant, ori care ar îi poziţia punctu- 
lui M, pe iperbolă. 

10. Acestea fiind stabilite, să revenim la construcția punc- 
telor de intersecție ale unei drepte D, neparalelă cu asimptotele, 
cu iperbola definită prin asimptolele sale OC, OC şi punctul 
A (Fig. 41). 

Fie E şi E, B şi-B' aat, 
punctele de intersecție ai 
ale asimptotelor OC şi 
OC cu dreapta D şi pa- 
ralela ei dusă prin A. 
După proprietatea de 
mai : sus, dacă însemnăm 
cu M unul din punctele 
de intersecţie ale drep- 
tei D cu iperbola uvem: 


Fig. 41. 
AB. AB = ME. ME. 


Vom întrebuință pentru găsirea lui M următoarea con- 
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strucţie: fie F punctul de contact al tangentei duse din A 
la cercul de diametru BB. Lungimea AF este cunoscută, 
fiindcă avem: 


AF? = AB. AB. 


Ridicăm în E o perpendiculară EH = AF, pe dreapta D. 
1 fiind centrul cercului de diametru EE, iar P şi Q punc- 
tele de intersecţie ale acestui cerc cu HI, avem: 


EH? — HP. HQ, 


sau: 


EH? — AF? = AB. AB = HP. HQ, 


Descriem din I ca centru, şi cu raza IH, un cerc ce taie 
pe D în M şi M'. Lungimile HP şi HQ sunt respectiv e- 
gale cu ME şi ME'; de unde: 

AB. AB'— ME. ME, 
relaţie care probează că M şi M! sunt punctele de inter- 
secţie ale dreptei D cu iperbola. (EM=—E'M)). 

2, Pentru a găsi punctele de intersecţie al iperbolei cu 
o dreaptă D paralelă cu o asimptotă, trebue mai întâi a 
scrie ecuaţia iperbolei raportată la asimptotele sale ca 
axe de coordonate oblice. 

Ecuația iperbolei va fi de gradul II-a în raport cu X şi 
Y. Curba fiind simetrică în raportul cu centrul, care este 
origina axelor OX, OY, ecuaţia iperbolei va trebui să fie 
satisfăcută când vom înlocui pe X şi Y cu — X, — Y; 
deci ecuația va conține numai termeni de gradul al II-a în 
X şi Y, şi va fi de forma: i 


p XK? +24 XY +r% +s=0 


Asimptotele fiind X —0, Y =Ù, va trebui ca intersectând 
iperbola cu una din asimptote, ambele puncte de inter- 
secție să fie la infinit; adică ecuaţia care va da abscisele 
X, sau ordonatele Y ale acestor puncte de intersecție, tre- 
bue să aibă coeficienţii necunoscutei la gradul al doilea şi 
întâi, amândoi zero. 

Făcând X—0, ecuaţia care dă ordonatele punctelor de 
intersecţie ale iperbolei cu asimptota OY, este: 


rY2+s=—0; 
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deci : r =Q. In acelaş mod, făcând Y = 0, găsim: p=—0. 
-Ecuația iperbolei va fi de forma: 


s 

2 s= XY = — , 

| XY + s=æ0, T 

Schimbând sensul axei OX, ceeace se obţine înlocuind X 
cu — X, ecuația este: 


2 


3 


XY = WE XY= K: 


Pentru a găsi valoarea constantei K, cu ajutorul cantită- 
ţilor a, b, vom luă intersecția iperbolei cu prima bisectoare, 
X = Y, axa transversă a iperbolei, şi vom găsi (K, K) 
coordonatele punctului A de intersecție. Tangenta în a 
acest punct la iperbolă, care este paralelă cu bisectoarea 
dona: X = — Y, taie axa OX în punctul C, a cărui ab- 
scisă este 2 K. Considerând triunghiul dreptunghic OAC, 
avem: 


o= 0A? +p AC?, 


sau : 
4K? = aœ +b’; 
de unde: 
K: a? + b2 
= 4 


Ecuația iperbolei raportată la asîmptotele ei va fi : 
2 2 
XY tt 


Să demonstrăm acum următoarea proprietate: M, (X+ Y,), 
M, (Xa, Yo) fiind două puncte ale unei iperbole, parale- 
logramul M, NM, P ale cărui laturi sunt paralele cu a- 
Simptotele, are diagonala PN astiel că trece prin centrul 
iperbolei (Fig. 42). 


Coordonatele acestor puncte verificând ecuaţia iperbolei: 
2J] p2 
XY = °’ pi , 


avem : 


www.digibuc.ro 


168 
e 
Construind paralelogramul M, NM, P, coordonatele punc- 
telor P şi N sunt: 


P (X, Yə), N (X, Y,) 
şi deci ecuația dreptei PN va fi: 


Yı,—Y, 


¥— x, 


E), 


Făcând X= Y =Q, obţinem: 


Ye (X, — X) r e Xı (Yı— Y»). 
sau : 


X, Ya o X, Ya 


relație care există, deoarece punctele M, şi M, fiind pe i- 
perbolă. Ecuația diagonalei NP fiiind verificată de coordo- 
natele originii, rezultă că această dreaptă trece prin cen- 
trul iperbolei. 

Acestea fiind stabilite, să ne propunem a construi punctele 
de intersecție ale unei iperbole, cu o dreaptă paralelă cu una 
din asimptote (Fig. 42). 

i Diagonalele fiind OC, OC, să 
ducem prin A o paralelă la OC, 
care va tăiă dreapta D în E.unim 
O cu E şi dreapta OE va fi dia- 
gonala  paralelogramului consi- 
derat în proprietatea precedentă. 
Pentru a construi paralelogramul, 
ducem prin A o paralelă la OC, 
care va tăiă pe OE în F. Paralela 

Fig. 42. din F la OC taie dreapta D în 
punctul M, care este tocmai intersecţia acestei drepte cu 
cu iperbola. 


94. III. Să se ducă la o iperbolă tangente paralele cu o 
direcţie dată. Vom duce prin centrul O al iperbolei defi- 
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nită prin asimptolele OC, OC, o dreaptă OD, paralelă cu 
direcţia dată (Fig. 43). Ştim i 

că printre coardele paralele 
cu o direcție dată sunt şi 
tangentele la iperbolă para- 
lele cu acea direcție; deci 
diametrul conjugat direcții 
coardelor paralele cu OD, 
trece prin punctele de con- 
tact ale tangentelor paralele 
cu O0D,. Să construim -dia- 
metrul OD conjugat cu OD,. 
Pentru aceasta ducem o paralelă cu OD,, care taie asimp- 
totele în B şi B'. Dreapta Om, ce uneşte centrul cu mij- 
locul dreptei BB' este diametrul OD conjugat cu OD,. Pe 
această dreaptă sunt punctele de contact M şi M' ale iper- 
bolei cu tangentele paralele cu OD,. Ducem prin punctul 
A, dat al iperbolei, o paralelă cu OD, şi fie F şi F' punc- 
tele de intersecţie ale ei cu asimptotele; ducând tangenta 
AE din punctul A la cercul de diametru FE, avem: 


Fig. 43. 


AE’ = AF. AF. 


Ştim însă, că dacă am fi dus prin alt punct M al iper- 
bolei a paralelă cu AF şi am fi considerat punctele ei de 
imtersecţie cu asimptotele, am fi avut relaţia: 


AF. AF = MO. MO. 
Insă: 


AE? — AF. AF': 
deci AE? = MO, AE = MO. 


Deci, pentru a găsi punctul M, luăm pe OD lungimea 
OM = AE. De asemenea simetricul M' al lui M în raport 
cu O, esta un alt punct care satisface relația de mai sus: 
Dreptele MT, M'T' paralele cu OD, sunt tangentele la 
iperbolă paralelă cu direcția dată. 
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95. IV. Construcţia iperbolei printr'o trăsătură continuă. 
Se fixează întrunul din focare F' al curbei, extremitatea 
l “unei linii astfel ca să se poată în- 
vârti în jurul acestui punct, cum se 
vede pe figura 44. Un fir, care are 
o lungime egală cu diferenţa dintre 
lungimile linii şi axei transverse, 
este legat în F şi de capătul linii. 
Un creion M alunecând dealungul 
Fig. 44. linii şi ţinând firul întins pe linie, 
descrie un arc de iperbulă. In adevăr, diferența razelor 
vectoare E'M şi FM este constantă şi egală cu diferența 
lungimilor linii şi firului, adică 2 a. 


Exerciţii. 


1. Se duce prin origina axelor de coordonate perpendiculare o 
secantă variabila ce taie două drepte paralele cu Oz şi Oy în 
punctele A şi B. Paralele la axe prin A şi B se taie în M. Se 
cere locul geometric al lui M. 

R. æy = const. O iperbolă eclilateră ale cărei asimptote 
sunt axele de coordonate. 

2. Fie O şi D punctele unde o paralelă variabilă cu Oy taie un 
cerc cu centru O şi de rază R. A şi ÎB fiind extremităţile diame- 
trului aşezat pe Ox, să se afle locul geometric al punctului M de 
întâlnire al dreptelor AD şi BC. 

R. Se înmulţesc ecuaţiile dreptelor AD și BC. Locul este iper- 
bola echilateră : a? yY = R. 

3. Să se afle locul geometric al centrelor cercurilor ce determină 
pe axele de coordonate două coarde de lungimi date. 

R. Cercul variabil: (œx — a«a} + (y — PP =r. 

Se caută: punctele de intersecție cu axele; se scrie că acele 
coarde au lungimile a şi b, se va eliminà r între ele; locul este: 


a — b2 
w — yj? = 4 


4. Prin două puncte fixe A şi B se duce un cerc variabil; să se 
afle locul geometric al punctului de contact al cercului cu tangen- 
tele duse la acest cere perpendiculare pe AB. 

R. A (a, o), B (—a, o). Centrul cercului (o, A). Locul este : 
(x2? — y?) (x2? — y? — 2a?) = 0; x? — y? = 0, x2 — y = 2g. 

5. Fiind date două axe perpendiculare Ox şi Oy, se ia pe Op 

punctul variabil M şi pe Oy punctul variabil N, astfel că supra- 
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fața triunghiului OMN să fie constantă şi egală cu K?. Să se afle 
locul geometric al mijlocului dreptei MN. 

R. M (4, 0), N (o, u). A u = 2 K2. Locul este iperbola echi- 
lateră: zry = ră j 
raportată la asimptotele sale. 

6. Se dă punctele A și A’ pe Oz, astfel că: OA = OA’ =a. 
Se unește un punct variabil M al dreptei Oy cu A şi se ridică 
perpendiculara în A pe AM, care se taie cu A'M în N. Să se 
afle locul geometrie al punctului N, când M descrie Oy. 

R. M(o, 4). z2 — yY = a. 

1. Să se afle locul geometric al centrelor cercurilor tangente la 
două cercuri de raze R și R’. 

R. Linia centrelor ca Oz, coordonatele centrelor (a, 0), (— a, 0). 


Locul este o iperbolă cu focarele în centrele cercurilor şi semiaxa 
R— E 

mare : 9 

8. Printr'un punct A al unei iperbole echilatere se duc două coarde 
AM şi AN, perpendiculare între ele şi care taie iperbola în M şi N. 
Să se demonstreze că dreapta MN este paralelă cn normala în A la 
iperbolă. 

R. Se raportează iperbola echilateră la asimptotele ei; are 

a: 
2 
natele punctului N unde perpendiculara în A taie iperbola. 

9. Tangenta într'un punct M al unei iperbole echilatere cu cen- 
tru în O taie axele Oz şi Oy (de simetrie ale curbei) în N şi N. 
Să se arate că cercul de diametru NN’ este tangent în O; dreptei OM. 


ecuaţia: æy = A (£1, Yı) M (2, Y2), se caută coordo- 


Ly? Y? 


a — a Sl 


R. M (@, y), 
10. Să se afle locul geometric al punctului de intersecţie al 
perpendicularei din centru. unei iperbole pe tangenta în M la iper- 
bolă cu dreapta ce uneşte focarul! F cu punctul variabil al iper- 
bolei. 
R. Un cere. 
11. A fiind mijlocul lui BC, să se afle locul punctelor M, astfel 
ca: MA? = MB. MO. 
R. AB = AC = a. Locul este iperbola : 
a? 
æ? — y? = 2 


12. Se dă un cerc C tangent la axele de coordonate Ox și Oy. 
O tangentă, variabilă la acest cerc taie axele Oz în A şi Oy in B. 
Să se găsească locul geometric al punctului de intersecţie al pa- 
ralelo+ li axc duse prin A și B, când tangenta variază. 

R. Fie M (£o, Yọ) un punct al locului. A (æo, 0), B (0, Yọ). 
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Se scrie că dreapta AB este tangentă cercului de rază R. Locul 
este iperbola : 


(29 — 2 R) (yo — 2 R) = 2 R? 


Deplasând axele în punctul vy = 2R, yo = 2R, ecuația curbei 
va fi: 


XY = 2R? 
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Parabola 


96 Parabola este locul geometric al punctelor egal depărtate 
de un punct F, numit focar, şi de o dreaptă D, numită di- 
rectoare. Vom luă pentru axa Ox perpendiculara FD lăsată 
din F pe dreapta D şi pentru Oy. perpendiculara pe O» în 
mijlocul lui FD (Fig. 45). Sensul axei Ox este îndreptat 
dela directoare către focar. Lungimea DF se numeşte pa- 
rametrul parabolei şi se notează cu p. Coordonatele punc- 


tului F sunt deci( ; 0), iar ecuaţia directoarei: x + A =0, 


lnsemnând cu M (x, y) 
coordonatele unui punct 
al locului geometric şi 
cu Mm distanţa punc- 
tului M la directoare, 
avem : 


2 
TEVA 


M m=z + a 


Ecuația locului geometric va fi: 


MF = Mm, 


Verzi 


Ridicând la pătrat, se obţine ecuaţia parabolei: 


sau : 


y —2pa=0. 
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Ecuatia necouţinând de cât puterea cu soţ a lui y, va fi 
verificată înlocuind pe y cu — y; deci curba este sime 
trică în raport cu axa Ox, numită axa de simetrie a curbei. 
Făcând y = 0, se obţine x =; parabola are vârful său 
O în origina axelor. 

97. Forma curbei. Rezolvând ecuaţia parabolei în raport 
cu y, se obține: 


y=+y2pe. 
Curba fiind simetrică în raport cu Oa, vom construi nu- 
mai ramura : 
Y = y2 px, 
cealaltă ramură construindu-se uşor dacă se ia simetrica 


celei dintâi în raport cu Oz. 
Pentru ca y să existe, trebue: 


2px >0, 


sau: x > 0; vom studià variaţia funcţiunei numai pentru 
valorile pozitive ale lui y. Tot de aci se mai deduce că pa- 
rabola este aşezată la dreapta axei Oy. 

Când x = 0, avem y = 0; curba trece prin origină. 
Când creşte şi y creşte; iar când æ = o şi y tinde 
către =. Să vedem valoarea raportului (y: æ) când „ creşte 
nemărginit. Avem: 


Yy=— V2pa, 


Y. ae 2p. 
x x 


deci limita lui este (y : æ) este egală cu zero, când r=o, 
aa . ; „bd 
pe când în cazul iperbolei acest raport eră a 


In cazul iperbolei raportul (y : æ) având o limită deter- 
minată, aceasta însemnă că e şi y crescând foarte mult, 
gradul lor de mărime eră acelaş, sau mai bine că æ şi y 
creşteau proporţional; pe când în cazul parabolei, æ creşte 
mai repede către infinit: -de cât y şi de aceia raportul din- 
tre y şi % a fost zero. 

Exemplu. Să se construiască parabola : 


y? — 3 x = 0. 
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Vârful este în origina axelor; coordonatele focarului 
2a 0); ecuaţia directoarei: æ + i = 0. 

98. Tangenta întrun punct al parabolei. Fie M, (2, Yo) 
un punct al parabolei: 


sunt ( 


y? — 2 p x = Q, 
adică: 
Y — 2 p Xo = 0. 


Ecuația tangentei în acest punct va fi de forma : 
Y — Yo = tg a (x — ao), 
rămânând să determinăm pe tg o, astfel ca cele două puncte 
de intersecție ale acestei drepte cu parabola, să se con- 
tunde cu Mo. 
Coordonatele nnui punct al acestei drepte sunt : 
æ = Ty + r cos &, Y = Wp + T sin a. 
Scriind că acest punct este pe curbă, obținem : 
(Yo + r sin œa} — 2 p (æ + r cos aœ) = 0, 
sau : 
r?sin?a -+ 2 r (y, sin a — pcosa) + Y? — 2 p æ =Q. (1). 


Această ecuație fiind de gradul Il-a în raport cu r, re- 
zultă că avem două puncte de intersecție : 


Xo F 7 COS œ, Yo + 7 sin a; Xo + 7” COs œ, Yo +?” sina; 


deci o dreaptă taie o parabolă în două puncte. 
De oarece punctul M, este pe curbă, avem: 


Y? — 2 P to = O, 


şi deci ecnația (1) are o rădăcină 7 = 0, ceiace trebuià, 
căci un punct de intersecţie este Mo (£o; Yo) 

Pentru ca dreapta considerată să fie tangentă parabolei 
în M,, trebue ca şi celalt punct să se confunde cu M, a- 
dică şi 7” = Q. 


Deci : 
Yo sin a — p cos « = Q. 
De unde: 
tg a = p 
Yo” 
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iar ecuaţia tangentei în M) (£o Ya) va fi: 
y— p= Ë? e — t) (= 2 p a), 
Yo 
sau, dezvoltând : 


Y Yo p (x + ta) = O, (Y2 = 2 p ao). 


Căutând punctul de intersecţie al acestei tangente cu axa 
Ox, ceiace se obține făcând y = 0, avem: 


æ + £o = 0, 


sau: 
© = — Lo; 


ceiace probează, că : Punctul de intersecție al tangentei 
M, la o parabolă, cu axa O» a parabolei, este simetricul 
proecţiei pe axă a punctului Mọ, în raport cu vâriul pa- 


rabolei. 
99. Tangentă paralelă cu o direcţie dată. Insemnând cu 
m direcţia dată, pentru ca dreapta: 


y =mgæ+n 
să fie tangentă la parabola : 
y? — 2 p x = 0, 


va trebui ca ecuaţia ce se obține înlocuind pe y cu mx+ n, 
să aibă două rădăcini egale. Avem : 
(m x + n}? — 2 p x = 0, 
de unde: 
m? t + 2 w (m n — p) + r = 0. 


Condiția ca să aibă două rădăcini egale, este: 


(m n — p)? — me n? = Q. 
De unde : 
iar ecuația tangentei paralelă cu direcția m va fi: 


y Fm 


Rezultă că la parabolă se poate duce numai o singură 
tangentă paralelă cu o direcție dată. 
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100. Polara unui punct față de parabolă. Mo (x, Yo) 
fiind un punct în planul unei parabole: 


y — 2pa=—0, 


locul punctelor conjugate armonic cu Mp, în raport cu punc- 
tele de intersecție ale parabolei cu o secantă variabilă ce 
trece prin M,, este polara punctului- M, în raport cu pa- 
rabola. 


Printrun procedeu analog ca la § 71, se obține că: 
Y Yo — p (Œ + s) = 0. 
este ecuația polarei punctului Mp (£u, Yo) faţă de parabola: 


yY — 2 pæ = 0. 


Polara focarului F (3. 0 ) este dreapta : 


s+ = 0, 


adică directoarea parabolei. 
Pentru găsirea polului dreptei : 
se identifică ecuaţiile: 
Az+By+O0=0, p (@ + zo) —yyo=0 


gi se obține: 


Da: __ P 
A B `> © 

Polara unui punct M, se obține unind punctele de con- 
tact ale parabolei cu tangentele duse din Mọ. 

101. Ecuația tangentelor duse dintrun punct la para- 
bolă. M, (e, Yo) fiind un punct în planul unei parabole, 
pentru a găsi ecuațiile tangentelor duse din M,, vom căutà 
coordonatele punctelor de contact M' (x, y), M” (x, y^). 

Aceste puncte sunt la intersecția parabolei cu polara lui 
Mp şi deci coordonatele lor sunt rădăcinile ecuaţiilor: 


y — 2 p æ = 0, Yy Yo — p æ +r) = 0. 
12 
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Ecuațiile tangentelor duse din M, la paralelă vor fi: 


yy — ple + s) = 0, yy" —pe+a)=0. 
Este însă alt procedeu, adică determinând direcțiile m ale 
acestor tangente. 
Ecuația tangentei la o parabolă şi având direcția m fiind: 


y= mat Fn’ 


pentru ca să fie o tangentă dusă din M, (Xo Yo), va trebui 
să avem: 
Yo = m o + P—. 
2 m 
Această ecuaţie fiind de gradul al doilea în m, vom pu- 
teà duce, în general, două tangente dintr'un punct la pa- 


rabolă. 
Dezvoltând. avem : 


2 m? o — 2m yy + p = 0. (2) 
Condiția de realitate a rădăcinilor este : 
Ya — 2 pa >0. 


Pentru a interpretă geometric această condiţie, să con- 
siderăm cele două regiuni în care este înpărţit planul de 
parabola : 

y? 2 pæ = 0. 


Intr’o regiune, expresiunea : 
yi — 2P X% 


va avea un semn, în cealaltă regiune semn contrar, iar 
pentru punctele parabolei, valoarea zero. 

Pentru a vedeà semnul în regiunea unde este focarul, 
vom face: y = 0, x = şi avem: 


2 
Yo — 2p xo = — 2p < 0. 
Prin urmare, în regiunea interioară parabolei, avem : 


Y — 2 pxo <0, 
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pe curbă zero, iar în regiunea exterioară : 
2 
Yo — 2p x, *0. 


Revenind la condiția de realitate a tangentelor, deducem : 
dacă punctul M, (Œ, y,) este interior parabolei, nu se poate 
duce nici o tangentă; când Mo este pe curbă, se duce nu- 
mai o singură tangentă; când Mo este exterior parabolei, 
se pot duce două tangente. 

Pentru a găsi ecuaţia comună a celor două tangente duse 
din M, parabolei, vom înlocui pe m cu valoarea sa din e- 
cuaţia tangentei din Mo, 


Y—Y = m (a — a) 
Ecuația : 2m2% — 2I My Hp =0 
devine: 2 (Yy—y)? — 2 yo (#+—æ) (y—y) +p(z—s,)? = 0, 


şi este ecuaţia comună arelor două langente duse din Di, (£o, Yo). 
102. Aplicaţie. Să se afle locul geometric al punctelor M, de 
unde se pot duce la parabolă două tangenie perpendiculare 
Însemnând cu m’, m” coeficienţii unghiulari a două tangente 
perpendiculare duse din Mọ, va trebui să avem: 


m m + 1 =0, 


m' gi m” fiind rădăcinile ecuații (2). De unde: 


P =á 
Jz +1=0, 
sau: 

Py = — 


P 
2 


Deci, directoarea parabolei este locul punctelor de unde se 
pot duce la parabolă două tangente perpendiculare. 
103. Ecuația normalei la parabola : 


y? — 2 p= 0 
dusă în punctul Mo (o Yy,) al parabolei este: 


Yo 
—I =m — 
y—y p 


(2--9), (yo = 2 p X% 
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Făcând în această ecuaţie y = 0, se obţine æ = p + 2o, 
care este abscisa punctului de intersecţie al normalei în 
M, (£a Yo) cu axa O z. Proecţia punctului M, pe Oa având 
abscisa a, se vede că proecţia pe Oz a porţiunei din normală 
cuprinsă între parabolă şi axă, este egală cu: 


(@ + P) —2 = P, 


adică o constantă oricare ar fi punctul M,, pe parabolă. 
104. Diametru. Să considerăm o serie de coarde paralele 
de direcție : m = tga şi să găsim locul mijloacelor acestor 
coarde, sau diametrul conjugat direcții coardelor. 
Mo (o, Ya) fiind mijlocul unei coarde M' M”, coordonatele 
unui punct al acestei coarde sunt : 


£ = La + rcosa, Y=Yo F+ rsina. 


Pentru a găsi valorile 7” şi ș” corespunzătoare punctelor M' 


şi M”, vom scrie că punctul considerat aparţine parabolei 
date : 


VP —92pa=0. 


Vom avea: 


(Yo + sina)? —2 p (® + r cos œ) = 0, 


sau : 
r? sin? a + 2r (y, sina— p cosa) +Y? -— 2p = 0. 


Dacă M, (£a o) este mijlocul coardei M' M”, atunci: 


MM! = — MM, 
deci : 
r p = 0. 
De unde: 
Ya sin a — pcos œ = O0, 
sau : 
TEEN = i 
Yy = tra’ Yo = m 


Aceasta este ecuația diametrului conjugat coardelor de 
direcție m. 

De aci rezultă: I. Că toţi diumetrii sunt paraleli cu awu 
parabolei. 

II. Orice dreaptă D paralelă cu axa este un diametru con- 
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jugat coardelor paralele cu tangenta la parabolă în punctul de 
intersectie al dreptei D cu parabola. 

III. La parabolă nu sunt diametrii conjuyaţi, căci cvardele 
paralele cu diametrii tăind parabola numai întrun punct la 
distanţa finită, au mijloacele lor la infinit. 

105. Construcţii geometrice asupra parabolei. I. Con- 
strucţia parabolei prin puncte. Tangenta întrun punct al 
parabolei (Fig. 46). Să considerăm parabola definită prin 
focarul F şi directoarea D. Ducem axa parabolei şi tangenta 
la vârf, adică axa Oy. Unim un punct oarecare A al direc- 
toarei cu focarul F şi fie B punctul de intersecţie al drep- 
tei AF cu Oy; de asemenea, fie D piciorul directoarei pe 
axă, 

De oarece OD = OF şi OB paralelă cu DA rezultă că 
AB = BF. Fie M punctul de intersecţie al paralelei 
dusă prin A la axă cu perpendiculara în Bpe AF. 
Triunghiul AMF este 
isoscel şi deci: M 


AM = MF. 
Deci M este un punct al 
parabolei. 
Pentru a duce tangenta X 
în M, ne servim de pro- T FEP 
prietatea că: piciorul P ; 
al ordonatei punctului Fig. 46. 


M este simetric în raport cu vârful O faţă de piciorul T al 
tanyentei în M la parabolă. 

Prin urmare, luând OT =— OP, tangenta în M este MT. 
Insă: 


OF = 0D; 


deci: 
FT = FO 4- OT = OD + OP = DP = AM = MF. 


Figura AMFTA este un romb, deci diagonale se taie 
în părţi egale şi sunt perpendicularo. Mijlocul lui AF fiind 
B, rezultă că tangenta MT trece prin B, sau este dreapta MB 
şi apoi că este perpendiculară pe AF în B. 

De aci rezultă: 

I) Un punct al parabolei se construeşte unind focarul F cu 
un punct oarecare A al directoarei. Perpendiculara pe această 
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dreaptă (AF) în punctul B, unde taie tangenta la vârf, se în- 
tâlneşte cu paralela la axă dusă prin A în punctul M al para- 
bolei 

II) Tangenta la parabolă în M este dreapta MB. 


JII) Locul punctelor B, proiecţiile focarului pe tan- 
gentele la parabolă, este tangenta la vâri. 

106. Să se ducă la parabolă tangenta paralelă cu o di- 
recţie dată. Observând figura 46 se vede că dreapta MB 
este perpendiculară pe AF, în mijlocul ei. Considerând 
coardele paralele cu tangenta MT, diametrul conjugat ace- 
stor coarde trece prin punctul de contact al tangontei MT 
şi este paralel cu axa. Prin urmare, pentru a construi dia- 
metrul conjugat coardelor de direcţie dată, va trebui să 
cunoaştem punctul de contact al tanyentei paralele cu direcţia 
dată. Aceasta este chiar construcţia cerută şi se va procedă 
astfel (Fig. 46): Ducem prin focar dreapta FO paralelă cu 
direcția dată; perpendiculara în F pe F O taie tangenta la vârf 
în B și directoarea în A. Paralela prin A lu ază şi perpendi- 
culara în A pe AF (paralelă cu F ô) se taie în M, punctul de 
contact al tangentei MB, paralelă cu direcția dată. 

Tangenta cerută este BM, iar diametrul conjugat coardelor 
paralele cu Fo este AM. 


107. Construcţia punctelor de intersecţie ale unei drepte 
A cu o parabolă. Să găsim punctele de intersecţie ale pa- 
rabolei ce e definită prin focar şi directoarea D, cu dreapta 
A (Fig. 47). Dacă A este paralelă cu axa, vom procedă ca 
în cazul precedent ($. 106), 
căci va trebui să găsim punc- 
tul de contact al tangentei 
la parabolă cu tangenta pa- 
ralelă cu coardele al căror 
diametru conjugat este A. 
Vom uni punctul P, unde A 
„taie directoarea, cu focarul F; 
perpendiculara pe mijlocul 
lui OF se taie cu A în punctul 
unde A tais parabola. 

Fig. 47. Să presupunem dreapta A 
neparalelă cu axa. Vom rezolvă mai întâi următoarea pro- 
blemă: Să se construiască polul unei drepte A în raport 
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cu parabola. Să construim diametrul conjugat coardelor 
paralele cu A. Ducem prin F o paralelă cu A şi din Fo 
perpendiculară pe A ce tuie directoarea în A şi tangenta 
la vârf în B. Paralela prin A la axă (Fig. 47) se taie cu 
perpendiculara în B pe AF în punctul M. Diametrul con- 
jugat coardelor de direcție A, este AM, iar tangenta paralelă 
cu A este MB. 


Diametrul AM taie parabola în punctul M la distanță 
finită şi întrun alt punct aşezat la infinit, care puncte sunt 
conjugate armonic în raport cu polul S al dreptei A şi 
punctul C unde AM taie polara A. Se ştie însă că dacă un 
punct este aruncat la infinit pe o dreaptă, conjugatul ar- 
monic al său, punctul M, este aşezat la mijlocul dreptei CS, 
ce uneşte punctele © şi S, cu care snnt conjugate armonic. 
Deci polul S al dreptei A se obţine luând simetricul S al lui C, 
în raport cu M. 

Rezultă de aci următoarea proprietate: Dreapta care 
uneşte polul unei drepte A cu mijlocul coardei determi- 
nată de A în parabolă, este paralelă cu axa parabolei şi 
este înpărţită în două părţi egale de parabolă (îşi are 
mijlocul său pe parabolă). 

Odată cunoscut punctul S, problema revine la găsirea 
punctelor de contact M, şi M, ale parabolei cu tangentele 
duse din S la parabolă. Să presupunem problema rezolvată 
şi fie M, unul din punctele de contact şi H, piciorul per- 
pendicularei din M, pe directoare. De oarece M, H, =M,E, 
iar M,S (tangenta în M,) perpendiculară pe mijlocul lui HF, 
rezultă că: H,S—SF şi deci pentru a construi pe M,, pro- 
cedăm astfel: Din S ca centru şi cu raza SF descriem un 
cerc ce taie directoarea în H,; paralela prin H; la axă taie 
dreapta A în M, (sau perpendiculara din S, pe HF, în M.). 
Im mod analog se obţine şi celalt punet M, de intersecţie al 
dreptei A cu parabola (san punctul de contact al celei de 
a doua tangentă dusă din S la parabolă). Punctele M; şi M 
sunt simetrice în raport cu C. 


108. Construcţia parabolei printr'o trăsătură continuă. 
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Să ne închipuim un echer aşezat de-a lungul linii D, direc- 
toarea (Fig. 48) şi fie un 
fir de lungime BC fixat 
cu un capăt în focarul F 
şi cu celalt în capătul C 
al echerului. 


Făcând să alunece eche- 
rul dea lungul linii D, 
un creion M, care ţine 
firul întins bine de la C 
spre B, pe echer, va de- 
scrie o parabolă, căci dis- 
tanţeie BM şi MF totdeauna sunt egale. 

109. Parabola este limita unei elipse sau a unei iperbole. 

Să considerăm o elipsă sau o iperbolă variabilă, astfel ca 
una din axe şi un vârf aşezat pe această axă să rămâe fixe, 
pe când celalt vârf să se depărteze la infinit. Ecuația acestei 
curbe, luând vârful fix ca origină a axelor perpendiculare, 
iar axa considerată ca Oz, este: 


y = 248 + ua, 


în care coeficienţii À şi u variind odată cu această curbă, 
tind prin ipoteză către limitele determinate p şi q. Al doilea 
24. 

şi 
u 
de oarece acest punct se depărtează gi tinde către infinit, 
abscisa sa este foarte mare şi deci limita lui „i trebue să 
fie egală cu zero. 


Fig. 48. 


vârf al curbei date, aşezat pe Os, are ca abscisă — 


5 


Curba limită către care tinde elipsa sau iperbola varia- 
bilă, pe care am considerat-o mai sus, are deci ca ecuație : 


y? = 2 px. 


adică este o parabolă. 


Exerciţii. 


1. Un cerc variabil tangent axei Oy în O taie o paralelă dată 
la Oy în B și C, iar pe Oz în D. Paralela dusă din B la Og 
taie tangenta în D la cerc în punctul M. Să se afle locul geome- 
tric al punctului M. 
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R. Ecuația paralelei: x — a = 0. Locul parabola: 7/2=az—a2, 
Se poate transporta axele paralel în punctul (a, 0). 
2. Să ee afle locul geometric al centrelor cercurilor tangente 
la un cere dat C gi o dreaptă dată D. 

R. (e — 0)2 + (y — £) = £?. Centrul cercului C (0, a); 
dreapta D se ia ca Ov. 'Locul este însemnând cu R raza cercului C: 
x — 2y R + a) — R = 0. 

Li 
Se vede că e o parabolă transportând axele paralel în (o, za) 


3. Să se afle locul centrelor cercurilor ce trec printr'un punct dat 
şi determină pe o dreaptă fixă coarde de lungime dată K. 
R. Oz dreapta dată, Oy perpendiculara din punctul fix A 
(0, a) pe Ox. Cercul are ca ecuaţie: 


(2 — a} + (y — PP = y. 
Locul este parabola : 


x? — 2ay = ea a? 
4 
Se poate transporta axele paralel în vârful parabolei; făcând 
æ = 0, rezultă: 


4. Se dă un punct A și o dreaptă A. Un cerc variabil de cen- 
tru C taie dreapta A în M şi M’. Se duce din C > perpendiculară 
pe AM, care tae perpendiculara în M pe A în punctul P. Să se 
afle locul geometric al punctului P. i 

R. Parabola cu focarul în A şi directoarea A, căci PM = PA. 

5. In cercul de centru O se duce raza variabilă OP şi fie 9 
proiecția lui P pe Oz. A fiind un punct unde cercul taie axa Oy, 
să se afle locul punctului M de intersecţie al dreptelor OP și AQ. 

R. Dacă R este raza cercului, locul este parabola : 


m + 2Ry — Rè = 0. 


6. Fiind dată parabola: y2 — 2px = 0 şi un punct A (a, 0) 
pe axa Oz, să se găsească ecuaţia unui cerc care să treacă prin 


A, 


A şi să fie tangent parabolei în două puncte simetrice în raport 


cu Og. 
R. (a — a) + (y — £} — R? = 0. Se scrie că ecua- 
ţia ce dă ordonatele punctelor đe intersecție are rădăcinile egale. 


Avem: a = a + p + V2ap, Rè? = (a — a}. 


7. Baza BC a unui triunghi ABC este fixă, iar înălțimea cons- 
& 
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tantă şi egală cu h. Să se afle locul punctului de întâlnire al 
înalţimilor. 

R. AB = 2a. C(4,h). Seia ca Oy perpendiculara pe mij- 
locul lui AB. Locul ortocentrului este: 


m + hy — æ = 0. 


8. Să se afle locul geametric al centrelor cercurilor tangente u- 
nei parabole și directoarei sale. 

R. Mo (zo, Yo) fiind punctul de contact al cercului de cen- 
tru C cu parabola, tangenta la parabolă în Mọ taie axa în punc- 
tul N (—ap, 0). Se va căută coordonatele punctului P al direc- 
toarei astfel că: NP = MN. Paralela la axa prin P se taie zu 
normala la parabolă în Mg tocmai în centrul ©. Se va elimină 
zo, Yo între ecuaţiile acestor două drepte şi a parabolei. 

Sau altfel: Ecuația cercului va fi: 


@— a+ u- (+2) 


Se ia punctele de intersecție cu parabola şi înlocuind pe z cu 
y: 
2p 
ţia obținută ce conține pe œ şi Ø este ecuația lo ului centrului C. 

9. Tangenta într'un punct M al unei parabole taie tangenta la 
vârf în N. Se duce prin N paralela la OM şi prin O paralela cu 
tangenta în M. Să se afle locul geometric al punctului de inter- 
secție al acestor paralele. 

R. M À, u) u?— 2p =0. ocul este parabola: 


, se scrie că ecuația obţinutu are o rădăcina dubla. Rela- 


ph rz=n. 


10. Se dă pe Ox punctul fix A, iar pe Oy punctul variabil M, 
Perpendiculara în A pe AM şi paralela dusi din M la Ox se taie în 
N. Să se afle locul geometric al punctului N. 

R. A(a, o). Locul este parabola : 


y = a (2 — a) 


11. Se dă un cerc cu centrul în origina axelor şi cu raza R, 
Se ia pe Oy punctele fixe B şi B’, astfel ca OB = OB’ = 2R; 
Se uneşte:punctul B cu un punct M variabil al cercului și se prelungeste 
această dreapta până taie pe Oz în N. Sa se afle locul geometric 
al punctului de intersecţie al dreptelor OM şi B'N. 

R. M(Roos gp, Rsin f). Locul este parabola: 
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m = 2Ra + R. 


12. Se dă un punct A fix pe axa parabolei şi un punct M varia- 
bil pe parabolă. Se duce prin A paralela la tangenta în M, la parabolă, 
care se taie cu FM în N. Să se găsească locul geometric al punctu- 
lui N. 

R. M(å, u). u? = 2p. Locul este cercul: 


2 + yP — pr trap — a =0. 


SFARȘIT 
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